
Partie I I
Modèlesadaptatifsdu contrôlemoteur :

schémasdecontrôleet architectures
adaptatives
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Chapitre4
Desschémasdecontrôle

4.1 Introduction

4.1.1 Lecontrôleadaptatif d’un systèmededynamique inconnue

De nombreuses études théoriques proposent des hypothèses concernant le fonctionnement des structures neu-

ronales responsables de l’apprentissage du geste moteur [9, Atkeson, 1989] . Ces travaux abordent en fait le

même problème, celui de l’apprentissage par un système adaptatif, du contrôle d’un objet dont la dynamique

est apriori inconnue. Cetteproblématiqueest également largement abordéepar lesroboticiens travaillant dans

ledomainedu contrôleadaptatif desrobotsmanipulateurs [230, Slotineet Li, 1991] . Notons tout d’abord que

la plupart des systèmes automatiques que nous utilisons dans la vie courante ne sont pas adaptatifs. Bien sou-

vent, lacommandedesactuateurs(moteursàcourant continu desvéhiculestéléguidés, desportesou desvolets

automatiséspar exemple) est réaliséepar un servocontrôleur, contrôleur en boucle fermée, dont lesparamètres

sont des constantes. Cependant, les paramètres de ces contrôleurs ont été précisément choisis par les con-

cepteurs dessystèmes automatisés et ils sont donc intrinsèquement porteursd’unecertaine «connaissance» du

systèmecontrôlé. Dans lessystèmescomportant un contrôleadaptatif, lesparamètresévoluent dans le temps

de façon a améliorer autant que possible les performances et la précision du contrôle. Lorsque cette évolution

desparamètresest autonomeet régiepar unerègledecorrection dépendant d’unemesuredecesperformances

(règle d’apprentissage), cette adaptation se fait par apprentissage. La connaissance acquise par apprentissage

concernant les propriétés dynamique du système inconnu est «stockée» dans une structure formelle (rassem-

blant l’ensembledes paramètres) jouant le rôle d’un approximateur de ladynamique cherchée. Cette structure

peut êtresimplement l’ensembledesmatricesnécessairesà l’écriture, sous formed’uneéquation différentielle

(description de Lagrange), d’un modèle simplif ié du système. Mais elle peut emprunter différentes formes ou

«architectures», par exemple:
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� un filtre de Kalman [80, Gerdes et Happee, 1994] [94, Gusev et Semenov, 1992] [263, Wolpert et al.,

1995] ,

� un réseau deneuroneàcouchesutilisant la rétropropagation du gradient [87, Gomi et Kawato, 1993] [112,

Jordan et Rumelhart, 1992] [178, Nerrand et al., 1993] ,

� un réseau de fonctions à base radiale («Radial basis functions») [213, Sanner and Slotine, 1992] [207,

Ronco et Gawthrop, 1998] ,

� un contrôleur utilisant lesrèglesdelalogiquef loue[28, Bouslamaet Ichikawa, 1993] [128, Kosko, 1992] ,

� un contrôleur utilisant des tables de mémoires [11, Atkeson et Reinkensmeyer, 1990] .

Les approches décrites dans ce chapitre, dérivées en faite des théories de l’automatique, tentent de ré-

soudre les mêmesproblèmes:

� Puisque la dynamique du système à contrôler est inconnue, il est a priori impossible d’obtenir l’erreur en

commande correspondant àune erreur de trajectoire,

� Ces modèles étant adaptatifs, ladynamique du contrôle se combine avec la dynamique de l’apprentissage.

La stabilité de l’ensemble du système (système inconnu + contrôleur adaptatif) est d’autant plusdiff icileà

démontrer.

� l’application de ces modèles à la physiologie implique de montrer la stabilité de l’algorithme de contrôle

pour un système hautement non linéaire.

Lastructure formelle rassemblant lesparamètresdu contrôleur seradésignéesousleterme«filtreadap-

tatif» qui ne préjuge en rien de l’architecture de cette structure. Un filtre adaptatif (au sens classique) peut

utiliser dedeux façonsdifférentes lesconnaissancesqu’ il acquièreconcernant ladynamiquedu systèmelorsde

l’apprentissage(voir figure2). Il peut d’abord effectuer uneprédiction sur l’évolution delasortiedecesystème

àpartir d’unecopiedelacommandeenvoyéeàcelui-ci. Danscecas, son rôleest defournir uneestimation dela

dynamiquedirectedu système(figure2-A). Mais il peut également donner uneestimation de lacommandeà

appliquer pour obtenir l’évolution désiréedelasortie. Il jouealors lerôled’un estimateur deladynamiquein-

versedu système(figure2-B). Dans lesdeux caset notamment lorsque lesystèmeàcontrôler est non-linéaire,

l’estimation donnée par le filtre peut dépendre non seulement de la commande (dynamique directe) ou de la

trajectoiredésirée (dynamique inverse) maisaussi des informationsconcernant lesvariablesd’état du système

ou une prédiction sur celles-ci. Ainsi, les différents types de filtres adaptatifs sont d’une manière générale des

approximateurs de fonctions.

Dans ce chapitre, nous ne discuterons pas l’efficacité ou la validité physiologique de tel ou tel type

d’approximateur, maisnouscomparerons lesschémasdecontrôleproposésen lesétudiant danslemêmecadre
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Pr édicteur
(dynamique  directe)
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Figure 2. Deux formes de modèles internes de la dynamique d’un système inconnu. A) Dynamique directe: le modèle
doit prédire au mieux l’évolution du système en fonction des commandes qui lui sont envoyées. B) Dynamique inverse:
lemodèledevine lacommandeenvoyéeau systèmed’aprèsson évolution.
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théorique avec le même vocabulaire formel. Les modèles retenus dans cette étude sont les modèles adaptatifs

les plus connus, pouvant être considérés comme génériques. Il n’est en effet pas nécessaire de produire une

description exhaustivedestravaux publiésdanscedomainecar s’ il proposent unegrandevariétédemodèlesde

filtresadaptatifs, ilssont souvent intégrésdans l’un desschémasdecontrôleétudiés ici. L’ordreretenu permet

d’aborder progressivement les différences existant entre ces approches. Nous concluerons cette étude par une

discussion de lavalidité physiologique et neuro-physiologique de ce type d’approche.

4.1.2 Définition d’un schéma decontrôleadaptatif

Soit un système inconnu dont ladynamiquepeut êtredécritepar l’équation suivante :� �� � � � � � � 	 

où � est la commande envoyée au système, et � le vecteur d’état composé des variables d’état du sys-

tème � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ . Sachant que l’on veut faire suivre à la sortie % & ' ( une trajectoire désirée% ) * + , dans l’espacedesétatsdu système, contrôler ce systèmec’est trouver une fonction - de l’état instantané

du système . / 0 1 2 3 / 4 5 6 7 8 21 et de la trajectoire désirée 9 : ; < = donnant la commande >? @ A B telle que la trajectoire

produitesoit «la plus proche possible » de la trajectoiredésirée. Ce«plus proche possible» sousentend la for-

mulation d’un cr itèrepermettant d’évaluer laqualitédu contrôlec’est àdire le typed’erreur que l’on souhaite

minimiser dansde la tâcheassignéeau contrôleur. D’une manièregénérale, C peut s’écrire

>? @ A B D C E F F F G H I J K L M K N I J K L N M IM K J K L N O O O N H I P J K L M K N I P J K L N M I PM K J K L N Q R (4.6)

ou S est un vecteur représentant l’ensemble des paramètres de la fonction T . Ces paramètres peuvent

être constants (commande non adaptative) ou évoluer au cours du temps (commande adaptative) de façon à

optimiser lecritèrechoisi. On peut décrirecettefonction commeun ensembled’opérationsunitaires(addition,

multiplications, retards...) réalisées sur des f lux de données (les variables citées dans l’équation (4.6)). Les

opérations élémentaires peuvent être regroupées en «blocs» remplissant une fonction précise (par exemple

un bloc servocontrôleur, un bloc filtre adaptatif, un bloc comparateur etc...). Un schéma de contrôle décrit

l’organisation desdifférents blocset les f lux dedonnéesqui entrent et sortent dechaquebloc.

Un schéma decontrôleadaptatif seraainsi défini par

1. lecritèreminimisé lorsde la tâche,

2. une règle d’apprentissage indiquant la façon de calculer les modifications des paramètres stockant laU V W X Y Z [
désigne ici ladérivée temporelledu vecteur desvariables d’état du système.
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connaissance acquise par apprentissage de la dynamique du système en fonction des erreurs (fonction

obtenueà partir du critèreprécédent),

3. la façon dont cette connaissance est utilisée pour le calcul de la commande (sans faire d’hypothèse sur

l’architecture adaptativeemployée).

En fait, un schéma de contrôle adaptatif est ici une description générale de l’algorithme de commande
ne précisant pas le type de filtre adaptatif employé. Nous faisons également l’hypothèse certainement
abusiveque ce filtreest capable d’approximer n’ importequelle fonction linéaireou non desesentrées.

4.1.3 Notationsemployées

Par souci de simplif ication, nous ne développerons les calculs que pour un système monodimensionnel à une

seule entrée et une seule sortie (système SISO). L’entrée du système est notée � , sa sortie � � � �
et la trajectoire

désirée � � � � �
. Unedérivéepar rapport au tempsdelavariable � seranotéepar � � � � 	 	 pour ladérivéepremière

et seconde ou bien par 
 � � 
 pour une dérivée d’ordre supérieure. Certaines parties des démonstrations font

appel au calcul des variations (à un niveau élémentaire) et une petite variation d’une variable 
 sera notée� �
. Quant à la dérivée partielle de

�
par rapport à une autre variable � elle sera notée � �� � . La valeur estimée

d’une variable ou d’un paramètre � sera notée �� et sa valeur optimale �� . Un filtre adaptatif (jouant le rôle

d’approximateur d’unefonction) serareprésentépar unefonction � � � � � � � � dépendant d’un ensemble(vecteur)

des paramètres � �  � ! � � " � � � � � # $ et d’autres variables, par exemple uniquement la trajectoire désirée dans

le cas d’un approximateur de la dynamique inverse. La forme transposée d’un vecteur % ou d’une matrice &
seranoté ' ( ou ) ( . Pour simplif ier lesdéveloppement théoriques, lesystèmeétudiéseraparfoisun système

limitéà l’ordre 2, dont la dynamiqueseradécritepar leséquationsdifférentiellessuivantes :

* + ,- . / 0 12 3 42 . / 5 6 0 7 0 1 7 8 9 (4.7)

Lorsque l’équation décrivant la dynamique du système est inversible, on notera la dynamique inverse

8 / : 6 0 7 0 1 7 0 ; < .Les démonstrations des auteurs, bien que remaniées et simplifiées autant que possible, sont

hélas nécessaires à la discussion finale. Les développements théoriques qui suivent concernent souvent des

systèmes monodimensionnels mais les conclusions obtenues peuvent la plupart du temps être étendues au cas

multidimensionnel.

4.1.4 Lesmodèlesétudiés

Les modèles retenus ici sont des modèles génériques, souvent cités dans la littérature, dont nombre d’autres

travaux se sont inspirés. Lepremier n’est utilisé ici quepour introduire ladémarche théoriqueutilisée.
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Système
inconnu

Ψinv

x

û

u

-
+

Figure3. Estimation directede ladynamique inverse

4.2 Estimation directe de la dynamique inverse

4.2.1 Principe

Unraisonnement simplepermet deproposer uneméthoded’ identificationdeladynamiqueinversed’unsystème

inconnu: si lacommande � � � � est fournieau systèmequi génèreen sortielatrajectoire � � � � � � � � � � � � � � � � � � � , alors

le filtre adaptatif optimal recevant comme consigne � � 	 
 � � � � 	 
 � � � � � �	 
 � � � � doit proposer comme réponse�� � � � 
 � � � � . Dans lecas contraire, l’erreur en sortiedu filtre est naturellement
�� � � � � 
 � � � . Autrement dit, en

générant unecommandealéatoire 
 � � � , il doit êtrepossibled’ identif ier unefonction � telleque � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � 
 � �
soit l’ identité. Cette méthode constitue historiquement le premier schéma de contrôle proposé pour expliquer

lescapacitésd’auto-adaptation dessystèmessensori-moteurs[4, Albus, 1975] [11, Atkeson et Reinkensmeyer,

1990] [129, Kuperstein et Rubinstein, 1989] [199, Psaltiset Sideris, 1987] [154, Martinetset al. 1990] [169,

Miller et al., 1990] .

4.2.2 Stabilitéde l’apprentissage

On supposequ’ il existeun ensembledeparamètres �� pour lesquels lefiltreadaptatif est capabledereproduire

exactement la dynamique inverse du système. L’erreur motrice produite par un filtre non parfaitement adapté

peut s’écrire :

� � � �� � � � � � � � � � � �  ! " ! " # ! " # # � � $ � " ! " # ! " # # �
(4.8)

L’optimisation du filtre peut se faireen utilisant la loi demodification desparamètressuivante:
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� �� � � � � � � � � 	 
	 � (4.9)

où � est uneconstantepositivepermettant d’agir sur lavitessed’apprentissage.

Pour étudier lastabilitéde l’apprentissage, introduisons une fonction 
 � � � définiecomme:


 � � � � �� � � � (4.10)

Pour unetrajectoireréaliséequelconque � � � � , unepetitevariation � � desvaleursdesparamètres � autour

de �� et unepetite variation � � du tempsentraîneune variation de la fonction � � � � qui peut s’écrire :� �  ! " �" � # $ % � � & ' (' ) * + , - . / 0 1 2 3
et donc,

2 42 3 5
6 7 47 8 9 : 1 2 8

2 3 ;
7 47 3 9 < = > ? @ 0 (4.11)

Sous le terme A BC D E F G H I J K sont regroupées les variations de L qui ne sont pas induites par l’évolution

temporelledu vecteur despoids M .Or, d’après ladéfinition (4.10) et d’après (4.8),N LN M O P Q R S N TN M
En choisissant la règled’apprentissage (4.9) alors,U N LN M V R S W MW X O Y Z S P Q [ S N TN M R S N TN M \ ]
La dérivée temporellede ^ _ ` a (autour de lasolution optimale) est donc composéede deux termes, dont

l’un est toujoursde signenégatif. Lesecond terme n’aaucune raison depossèder un signe constant. Ce terme

perturbe donc la procédure d’apprentissage et ce d’autant plus que le modèle interne de la dynamique inverse

est éloignédeladynamiquedu systèmecontrôlé. En effet, si bc est lavaleur optimaledu vecteur desparamètres

de d , l’erreur motrice peut s’exprimer commesuit:e f g d h i j k j k l j k l l m n o h k j k l j k l l m g d h i j k j k l j k l l m n d h pi j k j k l j k l l m
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Paragraphe 4.2 Estimation directe de la dynamique inverse

� � � � � � � � � � � � �
et donc, � 	� 
 � � 
 � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �� � �
Le signe de cette dernière expression dépend donc des dérivées temporelles de la trajectoire jusqu’à

l’ordre 3. Cependant, si la vitesse d’évolution des paramètres du filtre adaptatif est faible devant celle de la

variable  ! " # et de ses dérivées, on peut espérer que ce terme soit en moyenne nul sur un intervalle de temps$ " (de l’ordrede laconstante de tempsd’évolution desparamètres). Dans ce cas,% & ' ( )( * + ( * , ) - . * / , 0 1 2 3 4 5 + 6 76 8 9 5 + 3 4 5 + 6 76 8 : ;
La fonction

) . * /
obeit aux critèresdéfinissant une fonction deLyapunov. En effet, elleest définieposi-

tive, possède des dérivées partielles continues, et sa dérivée temporelle est négative ou nulle. Par conséquent,

d’aprèslethéorêmedestabilitéglobaledeLyapunov, lasolution optimaleconstitueun point d’équilibreasymp-

totiquement stable. En d’autres termes, la dynamique inverse < est un attracteur stable pour le filtre adaptatif:

si l’état initial de 7 est proche de cet attracteur, alors le filtre convergera vers un état donnant la dynamique

inverse du système
. =4 , < . > ? > - ? > - - / / +

4.2.3 Discussion

Ce modèlepossède troiscaractéristiquesprincipales:

1. L’algorithmed’apprentissageproposéconduit à uneminimisation d’une erreur
3 4

expriméedans l’espace

de lacommande et non pas dans l’espace de la tâche. Par conséquent, si ladynamique du système inconnu

est localement non linéaire, unepetiteerreur faitedanslecalcul delacommandepeut conduireàuneerreur

de trajectoire très importante. C’est pourquoi ce type d’apprentissage n’est pas «orienté tâche» ( «goal

directed»).

2. La phase d’apprentissage doit être séparée du suivi de trajectoire. Il n’y a aucun moyen d’apprendre la

dynamiqueet de contrôler le systèmesimultanément.

3. Le système de contrôle ne réagira pas aux perturbations puisqu’ il fonctionne entièrement en boucle

ouverte. Si lemodèle inversen’est pas optimal, le systèmedecontrôlevaaccumuler des imprécisions et la

trajectoireproduitepeut diverger trèsvitede la trajectoiredésirée.
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Notons également la contrainte existant entre rapidité et stabilité de l’apprentissage. En effet, si la con-

stante de temps
� � � � �

est trop faible, alors le second terme de l’équation (4.11) perturbe l’apprentissage et

empêche lesystèmedeconverger, ou bien le fait converger versun modèledynamique inverseerroné.

4.3 LeModèlede Jordan et Rumelhar t (thedistal teacher)

4.3.1 Pr incipe

La méthode d’ inversion directepossèdedeux principaux inconvénients:

� elle n’autorise pas un contrôle et un apprentissage simultanés car durant la phase d’apprentissage la

commande fournieau systèmeest aléatoire.

� l’algorithme d’apprentissage minimise une erreur exprimée dans l’espace des commandes et non dans

l’espace de la tâche. Or, si le modèle inverse obtenu n’est pas parfait, une petite erreur dans l’espace des

commandespeut conduireà l’obtention de larges erreurs de trajectoires.

Le modèle de Jordan et Rumelhart [112, Jordan et Rumelhart, 1992] permet d’obtenir une représenta-

tion interne de la dynamique du système en optimisant une erreur exprimée dans l’espace de la tâche. Pour

cela, leur schéma de contrôle utilise deux filtres adaptatifs � � et � 	 destinés à apprendre respectivement une

représentation de la dynamique directe (filtre prédictif) et de la dynamique inverse du système contrôlé. L’ap-

prentissagedu contrôlesefait en deux étapes. Lapremièreest similaireàcelleemployéedansl’estimation dela

dynamique inverse: la génération de commandes aléatoires produit des trajectoires (dans l’espace de la tâche)

quelemodèledirect 
 � apprend àprédire. Dansun second temps, lespropriétésdynamiquesdu systèmeainsi

intégrées dans lemodèledirect sont utiliséespour l’apprentissage de ladynamique inverse 
 	 .

4.3.2 Règled’apprentissageet stabilitédu contrôle

Appelons �
 � � � laprédiction faitepar lemodèledirect, 
 � � � � � unefonctionnellereprésentant ladynamiquedu

système inconnu, et � � � � � � � � � � � son inverse représentant la dynamique inverse. On supposera qu’un ap-

prentissagesupervisépréliminaireapermisd’apprendreladynamiquedirectedu systèmeet que  ! � " ! # $ � %
& ' ( )

. Le critère retenu par les auteursest lesuivant :

* ' + ) , -. ' / 0 / 1 ) 2 ' / 0 / 1 ) , -. 3 4 5 3

Si seul lemodèle inverseest soumisà l’apprentissage, ladérivée temporellede 6 7 8 9 peut s’écrire:
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Système
inconnuΨinv

Ψdir

xd xu
-

+

erreur motrice

erreur de
trajectoire

trajectoire prédite

Rétropropagation

Figure4. Modèleadaptatif deJordan et Rumelhart («supervised learning with adistal teacher», voir textepour les expli-
cations)
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� �� � � � � �� � � � 	 
 � � �� � � � �� � � � 
 � � � � (4.12)

et donc � � �� � � � 	 
 � � �� � � � 
 � � �� � � � 	 
 � � �� �
Or � �� � � � � � �� � � 	 
 � �� � �
Mais lepremier facteur � �� � est apriori inconnu. Lesauteursproposent desubstituer àceterme l’estima-

tion � ��� � qui peut en être faiteàpartir du modèledirect � � . Ainsi,�  ! " # $ % & ' " #' ( ) * & �  +, - &  - " # $ % & ' " #' ( ) * &  � � - & �  - " # $ % & ' " #' (
En choisissant comme règle d’apprentissage . / 01 2 3 4 5 6 7 6 8 9 :; < = > ? @ A@ B C D on obtient le terme de valeur

toujousnégativeou nulle E F GF H I J K L M H IM N O P Q L R S L F T UF V S L E F VF H I J K L F VF H I
Si l’on suppose, comme dans le modèle précédent, que le second terme de l’équation (4.12) est en

moyennenul sur unefenêtredetempsde l’ordredelaconstantedetempsd’évolution desparamètres

H I
, alors

G W X N Y Z [
et

G X N Y \ ]
et l’on peut espérer quelecritère ^ _ ` a tendevers0 au fur et àmesuredel’apprentissage.

4.3.3 Discussion

Le modèledeJordan et Rumelhart est bien orienté-tâchemais il conservedeux inconvénientsmajeurs:b le modèle direct n’ intervient pas dans le contrôle et ne permet donc pas de réagir aux perturbations

éventuelles.b l’apprentissage du modèledirect doit êtreséparédans le temps de celui du modèle inverse.

Deplus, d’un point devuepluspratique, l’apprentissagenepermet pasd’obtenir un filtreadaptatif directc d
modélisant parfaitement le système considéré. Il est donc légitime de se demander si les imperfections dec d
nevont pasperturber de façon dramatique l’apprentissagedu modèle inverse

c e
et lastabilitédu contrôle
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résultant.

4.4 LeModèlede Kawato (feedback-error learning)

4.4.1 Pr incipe

Kawato propose d’utiliser comme estimation de l’erreur faite sur la commande, la sortie d’un contrôleur de

type P.I.D (combinaison linéaire de l’erreur de trajectoire et de ses dérivées ou intégrales successives). La

commande � � � � est séparéeen deux composantesquesont respectivement lasortiedu contrôleur ( � � � ) et celle

d’un filtre adaptatif ( � � � � 	 
 � � 
 � � 
 � � �� � 
 � � �� � � � � � 
 � � �� ). Cette seconde composante étant une commande en

boucle ouverte puisqu’elle ne dépend que de la trajectoire désirée et non de l’erreur. La sortie du contrôleur

� � � est considérée comme une estimation de l’erreur motrice et la loi d’apprentissage supervisée proposée est

lasuivante :

� � � � � � �
� �

� � �
� � �  ! (4.13)

où " � � représente le changement de valeur de l’un des paramètres du modèle
�

après une itération de

calcul. Nous reprendrons la démonstration proposée par l’auteur dans [118, Kawato, 1990] en la simplifiant

(système unidimensionnel de dynamique inversible). Cette démonstration fait appel au calcul des variations

effectué sur un intervalle de temps fini. L’ introduction d’une fonctionnelle # � � � � $ % $ & � ' $ � ( est

nécessaire pour étudier les conséquences d’une petite variation «autour de la commande idéale» � & � ) �
sur

l’erreur depoursuite ( � ) �
. # est définiecommeunefonctionnellede l’espace * + , - . / de lacommandemotrice

0 versl’espacebidimensionnel 1 2 3 4 5 . / del’erreur 6 . Unevariation 7 0 delacommandeautour delacommande

optimale entraîne l’apparition d’une erreur de trajectoire 6 8 9 : qui peut être calculéecomme suit:

; < 8 0 : = 7 0 > 7 ? > 6

où 7 0 > 0 @ A0 décrit l’erreur motrice, différenceentrelacommandeappliquéeet lacommandeoptimale.

Pour obtenir une relation entre erreur motrice 7 0 et erreur dans l’espace de la tâche 6 8 9 : , il suffit (si cela est

possible) d’ inverser la relation précédente:

7 0 > ; < B C = 6

Lamêmerelationpeut êtreappliquéeàladescriptiondeladynamiquedusystèmeentermesdemécanique

Lagrangienne telle qu’elleest faitedans l’équation (4.7):

59



Chapitre4 Desschémasdecontrôle

� � � � � �� � � 	 
 �� � � � 
 �� � � 	 
 � � � � �� � � 	 
 � � �� � 
 � 	 
 � � � �� � � 	 �
Par conséquent, la relation entre erreur motriceet erreur dans l’espacede la tâcheseradonnéepar :

	 � � 	 
 � � � � �� � � 	 
 � � �� � 
 � 	 
 �� �� � (4.14)

Utiliser cette relation pour calculer la commande optimale est une application d’un algorithme d’opti-

misation numérique bien connu : la méthode de Newton (Raphson-Newton, méthode de descente du gradient

à l’ordre 2). Malheureusement, il est impossible d’appliquer la relation (4.14) car les termes dépendant de la

dynamique sont a priori inconnus. Kawato propose d’utiliser une approximation de l’opérateur � � � � par un

contrôleur P.D.A., unecombinaison linéairede l’erreur et desesdérivées, soit :

	 � � � � � � � � � � �  ! " # $  ! % (4.15)

avec & ' & ( (
"

& ( ) ' & ( (
" * + , - . / / 0 + 1 - . 0 + 2 - . / 3

Les gains + 1 , + 2 et + , étant calculés de façon à ce que l’équation différentielle (4.15) soit stable

(unecondition nécessaireest 4 + 1 5 6 7 + 2 5 6 7 + , 8 6 9 ). L’équation (4.15) décrit en fait ladynamiqued’un

systèmemécaniqueclassique: un systèmecomposéd’unemasse, d’un amortisseur, et d’un ressort. Cesystème

mécanique«virtuel» est substituéau systèmeinconnu pour lecalcul delarelation entreerreur motriceet erreur

dans l’espace de la tâche. L’équation (4.15) fournit en fait une approximation de la dynamique inverse du

systèmesupposant que cette dynamiqueest proche de celle d’un système masse/ressort/amortisseur.

Ceschémaaétéprésentécommeunehypothèsesur le fonctionnement descircuitsmoteurset en partic-

ulier delabouclecortico-cerebelleuse[120, Kawatoet Gomi, 1992] et del’adaptationduréf lexeopto-cinétique

et du réf lexevestibulo-oculaire [121, Kawato et Gomi, 1993] .

4.4.2 Stabilitédu contrôle

Cette démonstration est restreinte aux cas où la fonction : décrivant la dynamique du système est inversible

(d’ inverse ; < = 7 = / 7 = / / > ? @ ) et appliquée à un système monodimensionnel. On suppose en outre que le filtre

adaptatif A est capable de fournir la solution exacte de la dynamique inverse du système inconnu pour un
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Système
inconnu

Rétrocontrôle

Ψinv
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+
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xd
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Erreur motrice

u

Figure5. Modèleadaptatif deKawato (’’ feedback error learning’’ )
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ensembledeparamètresoptimaux
�� .

4.4.2.1 Résumé de la démonstration proposée par l’auteur

L’auteur propose d’étudier la stabilitédu contrôleen choisissant lecritère suivant :

� � �� � �� 	
avec 
 � 	 � 
 
 
 � �
 où �
 désignelacommandeproduitepar un modèleinversedeladynamiqueoptimal

( �
 � � � � � � � � � � � � �� � � � � �� � � � � � � � � � � �� � ). Démontrer la convergence vers 0 de la fonction � � � � permettrait de

montrer que la procédure d’apprentissage aboutit à l’obtention d’un modèle dynamique inverse optimal. On

peut écrire,


 � 	 � � 
 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � 
 
 �
mais aussi


 � 	 � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� �
La fonction � � � � ne dépend que de variables «externes» ( � et � � , � � � , � � �� ) du système de contrôle et sa

dérivée temporelle est

� �� � �  � � ! " � �� � � #  � � � " � � �� � �  � � � � " � � � �� � �  � � � �� " � � � ��� � $ (4.16)

Cette expression est composée de deux termes respectivement l’apprentissage et à la cinématique de la

consigne. Lepremier termedecetteexpression peut s’écrire :

 � � ! " � �� � � 
 � 	 "  
 � 	 � ! " � �� �
En appliquant la règled’apprentissageproposée par l’auteur, on obtient

 � � ! " � �� � � % " 
 � 	 "  � � ! "  � � " 
 
 �
Les termes 
 � 	 et 
 
 � n’ont a priori aucune raison d’avoir des signes différents. Cependant, l’auteur

suppose, pour pouver lastabilitéde l’algorithme, que 
 � 	 est proportionnel à � 
 
 � et propose lesdeux justifi-

cations suivantes :
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1) Si les gains du contrôleur P.D.A. sont suffisamment grands, alors � � � � � � � � � � 	 
 � � 
 et

l’expression ci-dessus est designenégatif.

2) on peut également développer le terme � � de la façon suivante :

� � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � �� � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � �
avec � � �  !  " � #

. Or si les coefficients du contrôleur P.I.A. sont choisis de façon à ce qu’ ils

constituent unebonneapproximation del’opérateur (4.14) alors $ � % ! & ' (
et par conséquent

& ) * % ! + � & ' (
.

Dans lesdeux cas on peut alorsécrire

� ,� - . � / -/ 0 % ! 1 � 2 3 4 56 7 3 8 98 : ; 3 8 98 : (4.17)

avec < = 2 = > .

La dérivée de la fonction ? @ A B peut donc se décomposer en deux termes (cf expression 4.16) dont l’un

est de signe toujours négatif, le signe du second terme restant indéterminé. Cependant, si l’on suppose que

la trajectoire désirée possède des «bonnes propriétés» ( C D processus stationnaire) et si l’on raisonne sur une

fenêtre temporelle glissante E A suffisamment grande devant lesvariations de la trajectoiredésirée tellequeF G H I 8 ?8 C D 3 C J D K 8 ?8 C J D 3 C J JD K 8 ?8 C J JD 3 C L M NO P Q R S T
alors U

V W X Y Z R [ Q R S X Y Z R [ S \ ] ^ _ ^ U
V W ` a bc d ^ e fe g h ^ e fe g P Q R i T

Il faut noter que ladimension de la fenêtre temporelleest liéeà laconstantede tempsde l’apprentissage

(approximativement égale à j k ] ). En d’autre termes, pour que l’algorithme converge, il est nécessaire que

l’apprentissage soit très lent devant les variations temporellesde l O et desesdérivées.

Lafonction X Z R [ possèdedesdérivéespartiellescontinues, est définiepositiveet apour borneinférieure

0 et une dérivée négative ou nulle. On peut par conséquent dire que le point a c d S T est un point d’équilibre

globalement asymptotiquement stable.
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4.4.2.2 Conséquencesde la convergenceasymptotiquedeV(t)

Nous avons montré que � � � tendait asymptotiquement vers 0. Mais ceci n’ implique pas forcément la conver-

genceasymptotique de l’erreur depoursuite � � � �
vers0. On peut écrire

� � � � � 	 
 � � � � 
 
 � � � � � � 
 
 � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � 	 � � �
(4.18)

Ceci amènel’auteur àsupposer également quelasolutiondel’équationdifférentielle(4.18) pour � � � � � � �
�

tend asymptotiquement vers0 lorsque
�
tend versl’ infini. Cetteproposition n’est vrai quesi lesgainsdu con-

trôleur P.D.A. sont convenablement choisis, et si leterme«perturbant» � 	 (ref létant lesimprécisionsdumodèle

dynamique inverse) est d’amplitude négligeabledevant lesautres termes.

4.4.3 Discussion

Le développement ci-dessusnous permet de faire les remarques suivantes:

� Commelemodèle de Jordan et Rumelhart, lemodèledeKawato est orienté-tâche(«goal-directed»).

� Il présentedeplus l’avantagedepermettre l’apprentissagedu modèle inverse lorsde l’accomplissement de

la tâche(tâchedepoursuite par exemple).

Cependant,

� la démonstration de la stabilité de l’algorithme suppose des hypothèses fortes sur les propriétés de la

trajectoiredésirée.

� lecontrôleur en boucle ferméedoit approximer de manièrecorrect le jacobien inverse � � � � cequi suppose

uneconnaissance, mêmegrossièreet établieapriori, descaractéristiquesdynamiquesdu systèmecontrôlé.

� au coursde l’apprentissage, laconvergenceest perturbéepar les imprécisions issuesdu modèledynamique

en coursd’adaptation. Cettedifficulténepeut êtrecontournéequ’en choisissant unevitessed’apprentissage

délibérément faible (commepour lesmodèlesprécédents).

Ceschémadecontrôle, qui en pratiquefonctionnebien, àétéensuitegénéralisé, donnant d’autrerôlesau

filtreadaptatif � . Danslemodèleprésentéici, celui-ci admet enentréedesinformationsconcernant uniquement

la trajectoire désirée du système. La commande � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �
est donc générée en boucle ouverte.

Mais le filtreadaptatif peut également fonctionner en boucle fermée( � � � � � � � � � � � � � � � � �
) ou dansun mode

de contrôle mixte («Non Linear Regulator Learning», � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � �
). Les démonstrations

concernant ces modèles, très semblablesà celle proposée ici, peuvent être trouvées dans Gomi et Kawato [87,
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Gomi et Kawato, 1993] .

4.5 Robustessedu contrôle

4.5.1 Influencedes imprécisionsdu modèle internesur la stabilitédu contrôle
adaptatif

Dans les paragraphe précédents, nous avons montré que la convergence de l’apprentissage et l’eff icacité du

contrôleétaient garantisàconditionquel’effet desimprécisionssur laconnaissancedeladynamiquedusystème

contrôlé ne soit «pas trop perturbant». Plus précisément, la dérivée de la fonction de Lyapunov
� � � �

associée

à chaqueschémadecontrôlea été systématiquement séparéeen deux termes

� �� � � � � �� � 	 
 � �� � � � � �� � 
 � � � � � � (4.19)

Or, si l’on avu quel’on pouvait déterminer lesignedu premier termedecetteéquation en choisissant une

loi d’apprentissageadaptée, lesignedu second termenepeut pasêtremaîtrisé. Laconvergencede l’apprentis-

sage n’est alors garantie que si ce second terme de l’équation (4.19) possède les «bonnes propriétés» décrites

précédemment. Cependant, cette contrainte, même si elle est vérif iée, nécessite le choix d’une faible vitesse

d’apprentissage. Par conséquent, les modèles proposés ici ne présentent pas de réelle garantie de robustesse

vis-à-vis des imprécisionsdemodélisation de ladynamique inconnueet imposent un apprentissage lent.

Il existecependant différentesapprochesthéoriquesseproposant d’aborder spécifiquement ceproblème

de robustesse du contrôle des systèmes dynamiques et nous avons choisi de développer ici celle utilisant des

var iablescomposites (Slotineet Li, 1991). En effet, cette approche propose des hypothèses très intéressantes

pour les physiologistes et pourraient en particulier permettre d’expliquer des traits caractéristiques majeures

du contrôle des mouvement chez les vertébrés. Nous développerons cette approche en deux étapes. Dans un

premier temps, nous rappelerons que l’utilisation de variables composites permet de prendre en compte et de

maîtriser les incertitudes concernant le contrôle non adaptatif d’un système dont les propriétés dynamiques

ne sont pas parfaitement connues [230, Slotine et Li, 1991] . Nous verrons ensuite comment cette approche

peut être utilisée dans le cadre du contrôle adaptatif pour augmenter à la fois sa robustesse et la rapidité de

l’apprentissage.

4.5.2 Lesvar iablescomposites

Ladéfinition d’unevariable compositeest trèssimplepuisqu’ il s’agit d’unecombinaison linéairedevariables

mesurables et de leurs dérivées. Dans le développement suivant, nous utiliserons en fait seulement des vari-
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ablescompositescombinaison de l’erreur expriméedans l’espacede latâcheet desesdérivées. D’autrescom-

binaisonsprésentent un intérêt horsdu cadredecettediscussion commepar exempleunecombinaison linéaire

de la forceet de lavitesselorsquel’on veut contrôler un systèmeen présenced’un retard bidirectionnel impor-

tant danslatransmission dessignaux descapteurset dessignaux decommande(en téléopération par exemple).

Si l’on définit ici lavariablecomposite � � � � commeétant

� � � � � � � �� 	 
 � �
	 
 � �

	 �
(4.20)

alors cette relation est également une équation différentielle d’ordre � � � � � . Le contrôle par surface

glissante («sliding control») propose d’utiliser comme critère minimisé lors de la tâche une fonction du carré

decettevariable, usuellement

� � � � � �� � � � � �
Cette fonction est définie positive et l’on peut, comme dans les démonstration précédente, essayer de

proposer uneloi decommandequi déterminelesignedesadérivéetemporelledefaçonàassurer laconvergence

asymptotique de
� � � � . Si

� � � � converge vers 0, il est possible de choisir les coefficients � � de la variable

composite de façon à ce que l’équation (4.20) soit stable et implique donc une convergence asymptotique de

l’erreur � � � � vers0 (on supposedeplusque �  ! " � � pour simplif ier lescalculs). Appliquonsceprincipeàun

systèmed’ordre quelconquedont ladynamique est définiepar l’équation différentielle

# $  % � & � # ' # $ " % ' # $ � % ' ( ( ( ' # $  ! " % � ) * (4.21)

La fonction & peut être non-linéaire mais le système doit être à entrée séparable (la commande agit

de façon additive). On suppose également que l’on dispose d’une estimation imparfaite de la dynamique du

système +& . La dérivée temporellede � � � � s’écrit:

, �, � � � ( , �, �
Or, d’après (4.20),

, �, � �  - � . " � � ! " ( � $ � %
et par conséquent
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� �� � � � � � � � � � � �	 
 � � �
 � � � �
� � � � � � � �

En utilisant la relation (4.21)

� �� � � � 
 � � � � � �	 
 � � �
 � � � �
� � � � � � � �

Si l’on partage la commande � en deux composantes distinctes �� et � � telles que � � �� 
 � � avec�� � � � � �	 � � � ��� � � � � � � � � � �  ! "#
, alors l’équation précédentedevient

$ %$ & ' ( ) * + # ! "# , ' ( ) * - #
(4.22)

cetteéquation, qui n’est autreque lesecond termede la relation (4.19), peut êtreconsidéréecommeune

équation du premier ordre où le terme - #
agit comme une perturbation sur la commande ( ) . Ainsi, l’ intro-

duction de la variable composite
% + & ,

, a permis de transformer un problème de contrôle d’un système d’ordre. par lecontrôled’un systèmedepremier ordre(problèmebeaucoup plussimple). Remarquonscependant que

le problème de la robustesse du contrôle n’est toujours pas résolu en raison de l’existence d’une perturbation- # ' + "# ! # ,
issue d’une imprécision sur la connaissance des propriétés dynamiques du système. En pra-

tique il est cependant possible de borner cette imprécision, c’est à dire de trouver une fonction du temps / 0 1 2
(ou même constante) telleque

3 4 5 6 7 8 3 9 : 6 7 8
Puisquelenouveausystème(4.22) est dupremier ordre, il est possibledechoisir unestratégiedecontrôle

en tout ou rien du type «si l’erreur ; 6 7 8
est négative, alors il suffit de la corriger en produisant une commande

h positive d’amplitude assez grande(et vice-versa)». On peut donc proposer lacommande

< = > ? @ A B C D E F G H I (4.23)

Dans ce cas,

J KJ L M H N O P Q N H R D E F G H I S T U V M P Q N W H W S T U N H
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En choisissant une fonction
�

d’amplitude«suffisamment grande» commepar exemple
� � � � �

ou
�

est uneconstante positive, alors

� �
� � � 	 � 
 � � �

Ainsi, appliquer la commande totale 
 � � � � �� 	 � � ��� � �
� � � �


 � � � � 	 �� 	 � 
 � � �  � ! � "
au système permet à

la dérivée de la fonction
� ! � "

d’être toujours de signe négatif, ce qui assure la convergence asymptotique de� ! � "
vers0, et par conséquent, laconvergenceasymptotiquede

� ! � "
vers0. Remarquons ici que lacommande

produite est composée de deux termes de natures différentes. Le premier ( �
 ) est assimilable à un contrôleur

fonctionnant de manière continue alors que le second ( 
 # � 	 � 
 � � �  � ! � "
) introduit dans la commande une

composantenon-linéaire importante (et notamment deshautes fréquences).

Dans lechapitreprécédent (modèledeKawato), lecontrôleest également basésur laminimisation d’un

critèrefonction lui aussi d’unevariablecomposite(du second ordre) constituéedelasortiedu contrôleur P.D.A.

soit


 $ % � � ! � " � & ' 
 � ( ( ! � " 	 & ) 
 � ! � " 	 & * 
 � ( ! � "

Lecritèreminimiséest lemêmequecelui choisit ici soit
� ! � " � �+ � ! � " +

. Cependant, alorsquelaméthode

décrite dans ce chapitre suppose que l’on connaisse une approximation de la dynamique du système contrôlé,

cetteestimation est obtenuepar apprentissagedanslemodèleutilisant un«feedback error learning». Autrement

dit, dans lemodèledeKawato, seule lesignedu premier termedel’equation (4.19) est contrôléalorsquec’est

le signe du second terme que le contrôleur décrit ci dessus maîtrise. Il est donc naturel de supposer que les

deux approchespeuvent êtreassociéesde façon àproduireun schémadecontrôleadaptatif robustepermettant

un apprentissageplus rapide.

4.6 Un modèlesynthétique

4.6.1 Un contrôleadaptatif robuste

Le premier intérêt de l’utilisation d’une variable composite est de ramener le contrôle d’un système d’ordre

quelconqueàcelui d’un systèmed’ordre1 (cf. equation 4.22). On peut donc essayer d’ imaginer un systèmede

contrôlepermettant cette réduction d’ordremaisqui soit également adaptatif. Prenons l’exempled’un système

dynamique inversible du second ordre, dont ladynamique inverseest définiepar la relation


 � , ! � - � ( - � ( ( "
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En notationsdeLaplace, si cesystèmeest linéaire, on peut lui attribuer une fonction de transfert
�

telle

que � � � � � � où � est la transformée de Laplace de la commande � � 	 � et 
 celle de la trajectoire � � 	 � .
Essayons de ramener le problème du contrôle de ce système au contrôle d’un système de premier ordre de

dynamique

� � 
 � � � � � � �

en introduisant une boucle de rétroaction (linéaire) � � � � � � � � � � � dans la commande � . Cette commande

est donc la sommededeux termes

� � � � � � � � � � � � � � � �

et la fonction de transfert en boucle ferméedu systèmes’écrit

� �
�

� �  ! " ! # $

Or, si % est l’opérateur deLaplace,

&
' ( ) * & +

'
, - . * %

si et seulement si

) + & / 0 ( 1 , - . * % 2 + 3 ( 1 , - . * % 2

Cecalcul appliquéau casparticulier d’un système linéairemontre que l’on peut simplif ier un problème

decontrôleen introduisant unebouclederetour qui utiliseuneestimation de ladynamique inversedu système

et une variable 4 5 6 7 8 9 : ; < = : ; > combinaison de la sortie du système et de sa dérivée. Notons bien que si

nousavonschoisi ici unevariablecompositedu premier ordre, il est possibled’utiliser unevariablecomposite

d’ordrequelconqueou mêmeunefonction non-linéairede ; , ; > ,..., ; ? @ A . L’ intérêt decetteméthodeest deforcer

lesystèmeglobal (systèmedynamique+ rétrocontrôle) à adopter unedynamiqueparticulière.

Essayons de développer une extension de ce schéma au contrôle adaptatif de systèmes non linéaires

en remplacant la boucle de rétroaction linéaire B 5 ; C ; > C ; > > 7 par un filtre adaptatif D 5 ; C ; > C ; > > 7 . L’équation

décrivant ladynamiqueen boucleouverte peut s’écrire

E F < D 5 G C ; C ; > C ; > > 7 H I 9 : ; < = : ; > J 8 K 5 ; C ; > C ; > > 7
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ou encore

� � � � � � � � � � 	 
 �

Le second terme de la relation précédente agit donc comme une perturbation sur le contrôle. Le rôle de

la procédure d’apprentissage est de minimiser cette perturbation et donc de trouver les paramètres optimaux

du filtre �� tels que 
 � �� 
 � 
 � � � 
 � � � � � � � � 
 � � 
 � � � � . Pour trouver une règle d’apprentissage adaptée, il est

nécessairedeproposer unefonction potentielle(fonction deLyapunov) dont lespropriétéspermettent d’assurer

lastabilité et laconvergence de l’apprentissage. Proposons la fonction

� � � � � �� � � 	 �� � � � � 	 �� �

La dérivée temporelledecette fonction est

� � � � � � � � 	 �� � � � � �
� � � � � � � � �

� �

Le terme � � est inconnu, cependant on peut remarquer que

� � 	 � � � � � � 	 
 � 
 � �� 
 � 
 � � 
 � � � � 	 
 � � 
 � 
 � � 
 � � � �

or


 � �� 
 � 
 � � 
 � � � � 	 
 � � 
 � 
 � � 
 � � � � � 	 � 

� �

� � � 
 � 
 � � 
 � � � � � � � 	 �� � � 	 � 

� �

� � � � (4.24)

Si l’on choisit commerègled’apprentissage

� �
� � � � � � 	 � � � 


� � (4.25)

alors

� � � � � � � � � 	 � � � � � � � � 

� � � 	 � � � 	 � � �

La fonction
� � � � possède une dérivée de valeur négative ou nulle ce qui garantie la stabilité globale

asymptotique du point � � �� . Notons cependant que si le filtre adaptatif est très éloigné du filtre optimal,

la relation (4.24) n’est plus vraie. En particulier, au début de l’apprentissage, le système est placé uniquement
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souslecontrôledelavariablecomposite � � � � qui doit donc êtrecapabled’assurer un contrôlestabledu système

durant une période suffisante pour que le filtre adaptatif se rapproche du modèle inverse du système. Notons

bien que la règled’apprentissage(4.25) est très prochedecelle proposéepar Kawato22.

4.6.2 Contrôleadaptatif par sur facesglissantes

Pour appliquer ce schéma de contrôle à la poursuite, il suffit d’ introduire une entrée supplémentaire dans le

systèmeen posant

� � � � � � � � � � � 	 
 � � � � � � � � � � � 
 � � 	 
 � � � � 
 �

en utilisant comme bouclede rétrocontrôle � � � � � � � � � � (ladérivée temporelle de � � � � et non � � � � � avec

donc

� � � � � � � � � � � �

L’équation de la dynamiqueen boucleouvertedu système devient alors

� � � � � � � � � � � � � �

Cette équation est en tous points semblable à la relation (4.22) proposée dans le cadre du contrôle par

surface glissantenon adaptatif. En choisissant commefonction potentielle

� � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � �� � �

et comme règled’apprentissage

� �� � � � � � � � � � 
 � �
� �

alorson peut utiliser exactement lamêmeméthode(«switching control») quedans lechapitreprécédent

si l’on peut borner l’ incertitude � � � � � concernant la dynamique inverse du � contrôlé. Dans ce cas, il suffit

dedéfinir lacommande � � comme suit

� � � � � � � � 
 � �  ! � � � �
" "

Ce développement, légèrement modifié, peut constituer une démonstration (plus concise que celle proposée par l’auteur) de la
pertinencedu «feedback error learning».
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pour s’assurer que
� � � � � � �

. Ainsi, lechoix de la fonction potentielleci-dessuspermet deprouver à la

fois la convergence du modèle interne � vers le modèle dynamique inverse de l’objet et la convergence de la

trajectoiredu systèmeverslatrajectoiredésirée. Il faut noter que, grâceàl’apprentissage, l’ incertitude
� � 	 � �

tend vers0 et quedonc l’amplitudedesmouvementsdecorrection ( 
 � � �
) peut êtrechoisiecommeunefonction

décroissantedu temps.

4.6.3 Contrôlepar rétrocontrôleadaptatif de l’er reur robuste

En nous inspirant du contrôle par surface glissante adaptatif [230, Slotine et Li, 1991] , essayons de la même

manièred’ intégrer dansleschémadecontrôlegénéral proposéprécédemment lemodèledeKawato. Proposons

une fonction potentielle
� � � �

suivante

� � � � � �
 �� � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � !" # $ %& ' ( ) *( + , ' ( ) *( +
où - , . et / sont les coefficientsdu contrôleur P.I.A. introduit par Kawato

Danscecas,0 10 2 3 4 ' 2 + 5 6 - 5 7 ' 2 + $ . 7 8 ' 2 + $ / 5 7 8 8 ' 2 + 9 $ : ( , 5 0 (0 2 3 4 ' 2 + 5 4 8 ' 2 + $ : ( , 5 0 (0 2
Notonsbien ici queselon les termesutiliséspar l’auteur 4 8 ' 2 + 3 ; < = ' 2 + . Selon lesnotationsutilisées ici,

on obtient donc unedynamiqueglobale du système décrite par la relation suivante:

; > 3 4 8 ' 2 + $ ' ? ) @ +
làaussi tout à fait semblableà la relation (4.22).

En choisissant comme règled’apprentissage :0 (0 2 3 ' ; > ) 4 8 + 5 A @A (
Alors 0 10 2 3 4 ' 2 + 5 B ; > $ ' @ ) ? + C ) ' ; > ) 4 8 + # A @A ( , 5 A @A (
et donc, si l’on peut borner l’ incertitude ' @ ) ? + , il est possibledechoisir une fonction D ' 2 + tellequesi
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� � � � � � � � � 	 
 � � �
alors 
 �
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �

� � � �� � � �
Cettedémonstration, tout àfait similaireàlaprécédentepermet d’assurer laconvergenceglobaleasymp-

totique à la foisde l’erreur depoursuite 
 � � � et du filtreadaptatif vers la dynamique inverse du système.

4.6.4 Conclusion

Le schéma de contrôle proposé dans ce chapitre permet de montrer que l’approche proposé par Kawato et

l’approcherobustedu contrôledessystèmesnon-linéairespar surfaceglissantesrelèvent delamêmedémarche.

Nouspouvonsvoir quefinalement, lesdeux approchesdiffèrent seulement par lechoix delafonctionpotentielle

minimiséepar lacommande adaptative:

� ModèledeKawato : � � � � � � �� � �  ! " # $ ! % & �  ' " % ( # � )  ' "
* Modèledecontrôlepar surface glissantes : +  ' " , � )  ' " % - # �  ' "

L’algorithme d’apprentissage force donc le système global à adopter une dynamique différente dans les

deux cas. En fait, comme nous l’avons vu précédemment, n’ importe quelle combinaison linéaire de l’erreur

et de ses dérivées23 peut être utilisée. Si on choisit une dynamique . / (dynamique globale) imposée par une

fonction du type

0 1 2 3 4 5 / 1 6 6 6 7 7 7 8 6 9 2 : 7 7 8 6 9 2 : 7 8 6 9 2 : 8 : 8 ; < = : 8 ; > = : 8 ; ? = 6 6 6 3
alors la boucle de rétrocontrôle àutiliser est

@ 1 2 3 4 9 09 2
et ladynamiqueen boucle ouvertedu systèmeglobal devient

9 09 2 4 A B C 1 D E F 3
G H

Respectant cependant certaines conditions destabilité (voir l’annexedédiéeau contrôlepar surfaces glissantes pour les détails).
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Système
inconnu

Ψinv

+

+

+

-
xd

x

Rétrocontrôle
s'(t)

Commande
correctrice

us

u

Erreur motrice

Dynamique globale :
us=s'(t)+ε

Figure6. Modèlegénériqueproposépour un contrôleadaptatif robuste (IMRAC)

En appliquant la règled’apprentissage

� �
� � � � � � � � 	 
 �

� 

� �

alors la convergence du filtre adaptatif vers la dynamique inverse du système est assurée. Si de plus

l’ incertitude � 
 � � 
 peut êtrebornée, alors la robustessedu contrôleadaptatif est garantie.

4.7 Discussion

Par rapport aux modèles d’apprentissage présentés au début de cette étude, l’approche développée ci-dessus

présente l’avantage d’assurer une robustesse plus grande du contrôle adaptatif, et également la possibilité

d’adapter et de contrôler le système simultanément. Le seul élément adaptatif du schéma de contrôle joue

le rôled’un estimateur de ladynamique inverse du systèmefonctionnant en boucle fermée. Deux éléments du

contrôle jouent un rôle fondamental dans cette stratégie: la variable composite et l’ajout d’une commande en
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boucle ouverte � � assurant lastabilitédu contrôle.

4.7.1 Rôlede la var iablecomposite

Le choix de la variable composite �
� � �

détermine le comportement en boucle ouverte du système global. Or,

bien quecettevariablecompositeaieune inf luencedécisivesur lecontrôle, nousn’avonsdonnépour l’ instant

aucune indication sur lechoix desparamètresqui ladéfinissent et aucune idéesur son éventuel rôleou origine

physiologique.

Lavariablecompositepeut d’abord êtreconsidéréecommeun rétrocontrôleur dont le rôleest important

au début de l’apprentissage lorsque l’estimation de la dynamique inverse donnée par le filtre adaptatif est in-

correcte. Lanécessitéd’assurer cerôleest en soi unepremièrecontraintequi limite lechoix desparamètresde

� . Cette contrainte implique que �
� � �

doit être «suffisamment proche» de la dynamique inverse du système24.

Cependant, si, après apprentissage, la dynamique du filtre adaptatif est proche de la dynamique inverse du

système, il est possible de modifier les paramètres de �
� � �

sans pour autant rendre nécessaire une autre phase

d’apprentissage. Cette caractéristique est très intéressante du point de vue du roboticien, car il est ainsi possi-

bledecontrôler defaçon indépendantel’ impédancedu systèmemécanique[87, Gomi et Kawato, 1993] . Cette

impédance mécanique peut êtredéfinie

� dans l’espacedesarticulationssi �
� � �

est définiecommeunecombinaison linéairedeserreursangulaireset

de leurs dérivées.

� dans l’espace de la tâche si �
� � �

est définie comme une combinaison linéaire de l’erreur et de ses dérivées

expriméeen coordonnéescartésiennes.

4.7.2 Rôlede la commandeen boucleouver te

Pour que ladémonstration du chapitreprécédent soit valable, il est nécessaireque ledécourt temporel de � � � � �

soit indépendant decelui desvariablesd’état du systèmecontrôléou bien de l’erreur detrajectoire(commande

en boucle ouverte). Indépendamment de la notion de robustesse du contrôle, cette commande peut être en fait

unecontrainte imposéepar lemilieu extérieur, commepar exempleun coupleou uneforced’ interaction issues

d’un contact avec un objet extérieur [87, Gomi et Kawato, 1993] ou bien encorede l’effet de lagravitésur les

mouvementsdessegments. Cependant, nousavonsvu qu’ il était possibledeseservir decettecommandesup-

plémentairepour améliorer larobustesseducontrôle. Puisquel’ introductiondelavariablecompositeet du filtre

� �
Dans le cadre du contrôle par surface glissante adaptatif, il est possible d’utiliser une variable composite dont la dynamique est

très différente de la dynamique inverse du système. Mais c’est au prix d’une forte activité de la commande correctrice 	 
 , et d’une
vitesse d’apprentissage très importante. Ceci peut avoir commeeffet d’empêcher laconvergencedes paramètres � du filtre. Ce n’est
absolument par gênant du point de vue du contrôle (qui reste stable). Le filtre adaptatif � fluctue alors tout au long du suivi de
trajectoire.
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adaptatif nous a permis de ramener le problème au contrôle d’un système du premier ordre, plusieurs straté-

giespeuvent êtreadoptées. Nousen avonsdéjàprésentéplusparticulièrement une(«switching law», 4.23) qui

présentecependant un inconvénient majeur: elledemandeunetrèshauteactivitédecommandepouvant impli-

quer une dépense d’énergie importante et exciter des fréquences de résonance élevées dans certains systèmes

mécaniques. Un autremodede fonctionnement intéressant pourrait être l’emploi d’un stratégie impliquant un

contrôle intermittent de la valeur de la variable composite. Supposons que la valeur absolue de l’ incertitude

sur ladynamiquepuisseêtrebornée par une constante
�

positive. Alors

� � � � � � � � � 	 � 
 � � 

Si aucune commande supplémentaire n’est appliquée (


 � � �
), l’ incertitude sur la valeur de la variable

composite
� � � 	

augmente linéairement avec le temps. Si
� � � � � 	 � �

,

� � 
 � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �
Si le système de contrôle ne peut produire une commande quelconque de manière instantanée (comme

cela est requis pour appliquer un «switching control») et qu’ il lui faut un temps � �
donné pour le faire, il est

cependant possible d’appliquer une stratégie consistant à maintenir la valeur absolue de �  � �
en dessous d’un

certain seuil � ! . En l’occurence, si au temps
� " � #

, �  � # � $ % &
, alors il suffit de produire une commande ' &

telle que ( ) ( * + , -
.- / - 0 1 2 3 4 5 6 7 4 8 9 3 : ; 5

pour que la valeur de
9 3 : < = : 5

soit au dessous du seuil. Evidemment, la valeur du seuil est liée à

l’ incertitudesur ladynamique. Il est nécessaire, pour quecettestratégie fonctionne, que

> 9 2 > ? ? @ 6 = :
Si l’ incertitude sur la dynamique est importante, cette contrainte implique soit une durée

= :
très brève

(cequi correspond au «switching control», qui est apriori lastratégieoptimale), soit un seuil trèsélevéet donc

une faible qualité du suivi de trajectoire.

4.7.3 Théor iedu contrôleadaptatif dessystèmesnon linéaireset physiologiedu
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mouvement

Les schémas de contrôle étudiés dans ce chapitre ont été présentés soit dans le strict cadre de la robotique des

manipulateurs, soit dans une perspective physiologique comme support à l’explication des propriétés adapta-

tives du système moteur. Ainsi, le modèle de Kawato a été utilisé pour modéliser les propriétés d’adaptation

des réf lexes vestibulo-oculaire et optocinétique [86, Gomi et KAwato, 1992] , [120, Kawato et Gomi, 1992]

[121, Kawato et Gomi, 1993] . Pour les auteurs, le cervelet joue un rôle crucial dans l’apprentissage du con-

trôledesmouvement et l’adaptation desréf lexes. C’est un filtreadaptatif (
�

) qui apprend grâceau mécanisme

de la LTD («long term depression») modulant l’eff icacité synaptique des connections entre fibres parallèles et

cellulesdePurkinje. Bien quecetteproposition soit soutenuepar un grand nombrededonnéesanatomiqueset

electrophysiologiques[228, Shidaraet al., 1993] , il restecependant diff iciled’attribuer ainsi unefonctionnalité

particulière aux différentesaires impliquéesdans lecontrôledesmouvements pour deux raisons principales:

� Lesvoies afférentes et efférentes àcesdifférentesairessont parfoismal connues.

� Les signaux produits par les neurones de ces structures, même s’ ils peuvent être corrélés à l’évolution de

variables physiquement mesurables (position ou vitesse de l’oeil, erreur visuelle, force appliquée) peuvent

très bien être exprimés dans des référentiels internes dont la détermination nécessiterait l’enregistrement

simultanéde l’activitéd’un grand nombre de cellules.

Sur le plan comportemental, certaines des hypothèses proposées peuvent cependant être testées expéri-

mentalement. En effet, le modèle synthétique proposé dans le dernier chapitre possède des caractéristiques

particulières et identifiables. Il implique (dans sa forme contrôle intermittent ) la superposition de deux com-

mandesaux caractéristiquesdifférentes,

� une commande «continue», fortement corrélée à une combinaison de l’erreur et de ses dérivées exprimées

dans un référentiel liéà la tâche.

� une commande en boucle ouverte, intermittente et de nature impulsionnelle (génératrice de hautes

fréquences) responsable du maintien de la stabilité du contrôle en dépit des incertitudes concernant la

dynamiquedessegmentscorporelsou desobjets manipulés.

Or, on trouveune tellecombinaison demouvements rapideset intermittentset demouvement plus lents

et continus dans plusieurs comportements moteurs comme par exemple les réf lexes vestibulo-oculaires et op-

tocinétiques, les mouvements des yeux (combinaison de saccades et poursuites) et dans le contrôle postural.

Mêmesi l’ identif ication du modèleproposé, qui comportedespropriétésnon-linéairesimportantes, resteprob-

lématique, il restepossibledevérif ier la plausibilitédequelquesunesdeses propriétésprincipales:
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� lacombinaison d’unecommandecontinue et d’unecommande intermittentede type«impulsionnelle»,

� l’existence d’unevariablecompositeminimisée lors de la tâche,

� le déclenchement de mouvements correcteurs lorsque cette variable composite dépasse, en valeur absolue,

un seuil relativement fixe,

� une diminution de l’amplitude et de la fréquence de ces corrections au fur et à mesure de l’apprentissage,

ladynamique du système controlé (segmentscorporels ou objet manipulé) étant plusprécisément connue.

La troisième partie de cette thèse, à caractère spécifiquement expérimental, sera justement consacrée à

la validation d’un modèle exploitant ces propositions, dans le cadre d’une tâche impliquant le contrôle visuo-

manuel d’un systèmedynamiqueaux propriétés inconnues dessujets.

Il reste cependant que nous avons volontairement «laissé dans l’ombre» un composant essentiel de ces

schémas de contrôle. Les «boîte noires»
�

sont des éléments essentiels car elles sont à la source même des

propriétés adaptatives du contrôle. C’est pourquoi les deux derniers chapitres de cette seconde partie sont

destinésàlaprésentation dedeux modèlesd’architecturedecalcul distribuéessusceptiblesdejouer cerôle. Le

développement decesdeux modèlesaétéguidépar un souci derigueur et d’efficacitépratique, maiségalement

par lapréoccupation derechercher des solutionsporteuses d’une fortepertinencebiologique.
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5.1 Leneurone formel

5.1.1 Leneuronesupport du traitement de l’ information dans lesystèmenerveux

Cesont lesprogrèsde l’histologie, puis lanaissancede l’électrophysiologiequi ont donnénaissanceàla«doc-

trine neuronale». Celle-ci fait du neurone le type cellulaire reponsable de la circulation et du traitement de

l’ information danslesystèmenerveux depuis lesrécepteurscellulaires jusqu’aux effecteurs. Cepostulat est né

dequelques observationsmaintenant anciennes:

� Dansunerégion donnéedu système nerveux, il n’existepas devariabilitécontinuedans l’organisation des

arbresdendritiques, dans la tailleet l’aspect dessoma. Lapopulation neuronaled’uneairepeut êtreclassée

selon quelques types neuronaux qui diffèrent par l’aspect, la taille ou la disposition des neurones ou bien

par la structure de leur arbre dendritique [35, Cajal, 1911] .

� L’ information (la polarisation électrique de la membrane) circule dans un neurone depuis la surface

post-synaptique vers l’axone et ses collatérales dans un seul sens. Cette «polarisation dynamique» du

neurone a conduit rapidement à le considérer comme un élément associatif, sa sortie (caractérisée par

la présence ou l’absence d’un potentiel d’action) dépendant de façon causale de ses entrées [35, Cajal,

1911] . Cettevision du neuronecommeétant lenoeud fonctionnel d’un réseau éventuellement réverbérant,

réalisant une fonction d’entrée-sortie a atteint son apogée avec le modèle de McCulloch et Pitts [157,

McCulloch et Pitts, 1943] .

� La réactivité du neurone à une entrée donnée peut être modifiée. La découverte des bases cellulaires de

l’apprentissage [25, Blisset Lomo, 1973] [40, Castelluci et al., 1978] [238, Spencer et al., 1966] apermis

de soutenir l’hypothèse que l’adaptation ou l’apprentissage avait pour source la capacité du neurone à
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apprendreune fonction particulière.

Cesobservations, et ellesseules, ont étéàl’originedelanotion de«neuronecanonique» et du développe-

ment destravaux concernant lesréseaux deneuronesformels. Danscetteapproche, leneuroneneréalisequ’un

seul typede fonction («fonction canonique»), et laconnectivitédu réseau, éventuellement acquisepar appren-

tissage, en règle les paramètres. Ainsi, le modèle de neurone formel le plus classiquement utilisé réalise le

seuillage d’un produit scalaire. Si l’on note � � � � sa sortieet � � � � sesentrées

� � � � � � � � � 	
 �
� 
 �

�
� �

� � � � � � �
(5.26)

où � � �
� � � �

�
� � � �  �

,

�
est leseuil desensibilitédu neuroneet ! " définit laconnectivitédu neurone

avec des récepteurs sensorielsou bien d’autresneurones.

5.1.2 La modélisation en neurophysiologie: deux approchescomplémentaires

Quepeut apporter lamodélisation àl’étudedelaphysiologiedu mouvement ? Son rôlepremier est d’aider à la

validation théorique d’hypothèses émises d’après des études expérimentales c’est à dire de proposer un cadre

formel qui permet d’expliquer les résultas obtenus. Citons par exemple l’analyse du codagepar population de

laforceou deladirection du mouvement qui adonnéelieu àdenombreusesétudesexpérimentalesoù lathéorie

joue un grand rôle [79, Georgopoulos et al., 1993] [215, Schwartz, 1993] [247, Tanake et Nakayama, 1995]

. Mais les modèles peuvent aussi êtredirectement source d’hypothèses soumises ensuite au criblede l’expéri-

mentation. C’est le cas par exemple du «minimum jerk model» [67, Flash et Hogan, 1985] et du «minimum

torque-changecriterion» [253, Uno et Kawato, 1989] , proposant tous lesdeux descontraintes formellessur la

genèsedelacinématiquedesmouvements. En cequi concerneplusparticulièrement le rôlede lamodélisation

dans l’étude fonctionnelle des réseaux de neurones, deux approches complémentaires coexistent. La première

démarche utilise l’étude des propriétés biochimiques et même moléculaires des neurones et les données ex-

périmentales concernant leur connectivité pour simuler le fonctionnement d’un réseau formel plus facilement

manipulablequesonalter egobiologique. Unesecondeapprocheconsisteàconstruireunréseauàpartir d’unou

de plusieurs modèles de neurone minimal possédant une fonctionnalité mathématique locale (du type de celle

décritedans l’equation 5.26). Lessimulationspermettent devalider cettearchitectureneuronale. Elledoit être

organisée de façon à respecter des critères de pertinence biologique et être capable de reproduire une fonction

du système nerveux central. Si cette architecture fonctionne, elle peut alors constituer une hypothèse intéres-

santepouvant êtretestéeexpérimentalement en particulier si lessimulationspermettent defairedesprédictions

sur lecomportement de lapopulation deneurones biologiques concernée.

80



Paragraphe 5.2 Linéarisation locale: multimodalité et codage par population

5.1.3 Descontraintesspécifiquesà l’approchedynamique

Un systèmedynamiqueest par définition un systèmedont l’évolution àun instant donnédépend desesentrées

maisaussi desesétatsantérieurs. Lareproduction deladynamiqued’un systèmepar un modèleconnexioniste

doit donc également respecter ces propriétés. D’autre part, les membres polyarticulés des mammifères (les

systèmesqui nousintéressent ici) ont unegéométrieet unedynamiquehautement nonlinéaires. Cesont cesdeux

caractéristiques (systèmes à mémoire d’état, non linéarités) qui rendent complexe l’étude et la modélisation

du contrôle des mouvements. Le problème de la redondance géométrique et dynamique des effecteurs (non

traité dans ce chapitre) est également source de complexité. Du point de vue de la Robotique, le contrôle

des mouvements des membres correspond au «pire» des cas: le contrôle adaptatif d’un système non linéaire

géométriquement et dynamiquement redondant. Dans cette étude théorique, nous proposons deux hypothèses

différentesconcernant lasimulationou lecontrôle, par un filtreadaptatif desystèmesdynamiquesarticulésnon

linéaires. Dans une première partie, nous essayerons de mettre en correspondance d’une part les observations

expérimentalesconcernant lecodagepar population deneuroneset lespropriétés«multimodales» desneurones

et d’autre part des propositions théoriques issues de la Robotique (réseau de gaussiennes, fonctions à bases

radiales) ou de modèles neurophysiologiques (modèle de la mémoire dynamique). Cette première approche

correspond à l’apprentissage (ou approximation) de la dynamique d’un système non linéaire par linéarisation

locale. Notre seconde proposition, une architecture à base de champs mnémoniques, est l’expression d’une

intuition théorique. Elle constitue une approche novatrice car l’architecture proposée utilise des unités (les

«mnémons») possédant des propriétés de mémorisation plutôt que des propriétés calculatoires du types de

celles décrites dans l’équation (5.26). Ces deux études répondent au même souci de trouver des méthodes

d’approximation de fonctions dynamiques non linéaires utilisant un algorithme d’apprentissage local, sans

rétropropagation d’erreur.

5.2 Linéar isation locale: multimodalité et codagepar population

5.2.1 Multimodalitéet codagepar population

Lecontrôledesmouvementsnécessite l’apprentissage, par lesystèmenerveux central, de transformationsnon

linéaires complexes. Une dynamique directe ou inverse peut être reproduite grâce à des filtres adaptatifs tels

quelefiltredeKalman (essentiellement utilisépour lessystèmeslinéaires) ou lesréseaux deneuronesformels.

Les réseaux de neurones sont très souvent utilisés dans les modélisation de différentes fonctions du système

nerveux central (vision, mouvement, posture) car il sont supposés posséder des caractéristiques proches de

leurs équivalents biologiques. Ces travaux utilisent en grande majorité l’architecture du perceptron multi-

couches apprenant par retropropagation d’erreur. Si les propriétés d’approximateur universel de tels réseaux
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sont reconnues (bien que discutées), ils utilisent un algorithme d’apprentissage nécessitant une propagation

complexedel’erreur entrelesdifférentescouches. Or, cettecirculation d’ information, du moinsdanssaversion

originelle, apparaît commepeut réalisteauregarddesconnaissancesaccumuléessur lespropriétésindividuelles

desneuroneset de leurspopulations.

Les neurones de nombreuses structures sensorielles et motrices possèdent deux propriétés communes

et majeures. Il est d’abord clair que ces neurones ne réagissent pas aux variations d’un seul type de signal

sensoriel maispossèdent unesensibilitéàdessignaux issusdedifférentesmodalitésou bien issusderécepteurs

sensoriels qui différent par leur type ou leur localisation organique. La fréquence de décharge des neurones

du colliculus supérieur, par exemple, est inf luencée à la fois par des stimuli d’origine visuelle, auditive ou

somatosensorielle [259, Wallace et al., 1993] . L’activité neuronale dans le cortex moteur est modifiée par des

signaux proprioceptifsprovenant degroupesmusculaireset non d’un muscle isolé [65, Fetz et Cheney, 1980] .

La réponse de neurones des aires motrices a pu être corrélée avec la direction des mouvements effectués mais

aussi avec la force appliquée [214, Schmidt et al., 1975] [44, Cheney et Fetz, 1980] .

D’autrepart, l’activitédecesneuronesdépenddesvariationsdesentréessensoriellesdelafaçonsuivante:

leur déchargeest maximalepour unecombinaisonparticulièredesentrées(un«stimuluspréféré»). Lafréquence

de décharge diminue ensuite lorsque la stimulation s’éloigne de ce stimulus préféré. La relation entre taux de

déchargeet lastimulation, lacourbed’accord du neurone(«tuning curve»), est d’allurevariableselon lesaires

et les types neuronaux, mais comporte souvent un unique maximum. Cette propriété existe dès les premiers

stades de transmission des informations sensorielles, par exemple pour les afférences vestibulaires primaires

[7, Angelaki, 1991] ou pour les fibres du nerf auditif [124, Kiang, 1965] . Mais on la trouve dans les aires

supérieures en particulier au niveau cortical. Les cellules du cortex visuel ont une selectivité à l’orientation

du stimulus ou à la direction de mouvement de ce même stimulus ([182, Orban, 1984] ; [183, Orban, 1991] ;

revues). Lesneuronesde l’aireMT, intervenant danslaperception desvitessesdansl’espacevisuel, présentent

une direction de vitesse préférée [172, Movshon et al., 1985] . Un grand nombre de données expérimentales

suggèreégalement l’existencedecetypedesélectivitédanslesairescorticales impliquéesdans lecontrôledes

mouvements. C’est le cas pour le cortex moteur et le cortex premoteur, dont les neurones semblent sensibles

à la direction du mouvement effectué et déchargent de façon maximale pour une direction donnée. Mais on

trouve une réponse neuronale sélectiveà une orientation également dans le cervelet [72, Fortier et al., 1993] ,

le colliculus supérieur [255, Van Gisbergen et Tax, 1987] [130, Kutz et al., 1997] [237, Sparks et al., 1997]

et également dans lecortex préfrontal en particulier dans lechamp oculomoteur frontal (le«frontal eye field»,

[76, Funahashi et al., 1990] ).

Ce mode de fonctionnement individuel des neurones a conduit expérimentalistes et théoriciens à con-

sidérer que le système nerveux central procédait à un codage distribué des informations issues des récepteurs
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sensoriels (le «codage par population»). En effet, il est possible de reconstituer, à partir des fréquences de

décharge individuelles des neurones, la stimulation correspondante par une opération très simple effectuée au

niveau de la population [78, Georgopoulos et al., 1986] . Si l’on note par exemple
�

la direction du mouve-

ment,
� � �

ladirection préféréedu � �� � �
neuroned’unepopulation de � celluleset � 	 
 � � sacourbed’accord, alors

il est possiblederetrouver ladirection � du mouvement en calculant uneestimation 
�
obtenuepar l’expression

suivante:

� � � � � ��
� � �

� � � � � � � � � (5.27)

L’estimateur (5.27) implémente un type de codage particulier communément appelé «population cod-

ing» mais également «channel coding» par la communauté travaillant sur la physiologie du système visuel

[233, Snippe and Koenderink, 1992] . D’autres hypothèses ont été envisagées pour expliquer les caractéris-

tiques en terme de résolution, d’hyperacuité ou seuil de discrimination des systèmes sensoriels. On peut citer

les alternatives les plus simples comme d’abord le codage par intensité («intensity coding» ou «rate coding»),

ou chaquerécepteur codeunecomposantedelastimulation dansl’espacedesperceptspossibles. Maiscertains

auteurs proposent également l’hypothèse d’un codage par étiquettage («coarse coding» ou «labelled line cod-

ing» ou encore «place coding»). Selon ce principe, les neurones codent un percept dans l’espace des percepts

possiblesen déchargant en «tout ou rien» lorsquelestimulusest localisédansleur champ récepteur. Autrement

dit, si � � représente laréponse(normalisée) du � �� � �
neuronede lapopulation et  � son champ récepteur et ! le

stimulus, alors

� � � ! � � "
si ! # $ %

& % ' ( ) * + si ( ,# $ % (5.28)

Lescaractéristiquesdecetypedecodage, appliquéàdesneuronespossédant delargeschampsrécepteurs,

permettent de proposer une explication des phénomènes d’hyperacuité observés pour les récepteurs sensibles

aux stimuli tactiles, auditifs et visuels [63, Eurich et Schwegler, 1997] . Cependant, en particulier en ce qui

concerne le contrôle des mouvements, on n’observe pas de neurones présentant le comportement en tout ou

rien décrit par la propriété (5.28). En effet, un grand nombre deneurones présente une sensibilité à laposition

de la stimulation dans le champ récepteur. Les propriétés de l’estimateur (5.27) ont été étudiées dans le cadre

des travaux concernant le cortex moteur, mais également dans un cadre théorique plus général, en considérant

l’équation (5.27) commeun casparticulier d’approximateur delafonction identité. Il est important derésumer

les caractéristiques de ce codage car, outre sa forte plausibilité biologique, il présente de nombreux avantages
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théoriquespar rapport aux autres hypothèsescitées précédemment.

5.2.2 Propr iétésdu codagepar population

Les propriétés de l’estimateur ont été étudiées dans le cas monodimensionnel, en relation avec les résultats

obtenus sur le codage de la direction des mouvements [246, Tanaka, 1994] [247, Tanaka et Nakayama, 1995]

, mais aussi dans le cas multidimensionnel en ce qui concerne notamment la perception visuelle [233, Snippe

and Koenderink, 1992] . Dans le cas multidimensionnel, l’équation (5.27) reste valide, mais
� � �

,
� �

et
�

sont

des vecteurs. La première propriété de ce codage est sa précision. Cette précision dépend de la taille de la

population deneurones, de la distribution desdirectionspréférées et des fonction � �
(définissant en particulier

la forme et la tailledeschampsrécepteurs). La précision est leplus souvent estimée par l’erreur r.m.s. définie

par la relation

� � � � 	 
� �

� � � ��
� � �

� � � � � � � � �
où � est lenombred’observations. Pour plusieurstypesdecourbesd’accord, lessimulationsnumériques

semblent montrer que laprécision dépend linéairement de l’ inversede la racinecarrédu nombred’unitésneu-

ronales impliquées dans le codage [246, Tanaka, 1994] . Ce résultat a été obtenu pour différents degrés de

variabilité des décharges neuronales et pour des degrés variables d’uniformité de la distribution des directions

préférées. L’erreur r.m.s augmente linéairement avec la variabilité des réponses neuronales et avec le degré de

non uniformité de la distribution des directions préférées. Il faut noter cependant que ces observations ont été

obtenues par simulation numérique (dont la valeur démonstrative est très limitée) et qu’elles concernent une

classe particulièrede fonction � � � � � � � �  . La courbe d’accord est approximée par une fonction cosinusoidale de

ladifférenceentre ladirection perçueet ladirection préférée (� � ! " # $ % & ' ( & ) * ). Par conséquent, la largeur du

champ récepteur est fixe(défini de + à , - ) et larelation (5.27) s’apparenteàun produit scalairenormaliséentre

le vecteur représentant la direction du mouvement et le vecteur de direction de mouvement préférée. D’autres

études décrivent les propriétés théoriques du codage par population effectué par une population de neurones

dont lacourbederéponseest unegaussienneà symétrie radiale

. / 0 1 2 3 1 / 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A BB C DE (5.29)

La constante F G représente le gain spécifique de la courbe d’accord et H I la largeur du champ récepteur

du neuronecorrespondant. Dans lecasmultidimensionnel, l’équation (5.29) devient
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� � � � � � � � � � � � 	 
 � � 
 � � 
 � � � � � � � � � �� � �� (5.30)

L’ inf luence du bruit et de la largeur du champ récepteur (lorsque celle-ci est la même pour tous les

neurones) ont été étudiés par le biais de simulations numériques dans le cas (5.29) appliqué au codage de la

direction demouvement [247, Tanakaet Nakayama, 1995] . Lesauteursont montréque � � � � , en l’absencede

bruit croît defaçon monotoneavec la largeur du champ récepteur en suivant uneloi depuissanceen deçàd’une

valeur critique, et une loi exponentielle au delà de cette même valeur. Cette dépendance de � � � � vis à vis de
� n’est plus monotone si la réponse des neurones est bruitée: dans ce cas, on obtient une valeur minimum de

� � � � pour unevaleur particulièrede � (appelée«largeur optimale» par lesauteurs). Cetterelationentrel’erreur

d’estimation et lalargeur duchamprécepteur aétéétudiéedemanièrethéoriqueet plusgénéraleet danslecadre

multidimensionnel [233, Snippe and Koenderink, 1992] . Dans cette étude s’ intéressant plus particulièrement

à l’analyse formelledescapacités«psychophysiques» d’un observateur virtuel utilisant l’estimateur (5.27), les

auteurs ont montré qu’ il était possible de prédire le seuil de discrimination de cet observateur (en présence de

bruit) et que lephénomèned’hyperacuité (observation deseuilsdediscrimination faiblesdevant la largeur des

champsrécepteurs) était une de sespropriétés naturelles.

5.2.3 Approximation utilisant un codagepar population sur un réseau de
gaussiennes :

Lecodagepar population est considérédanslestravaux citésci-dessusavant tout commeun estimateur robuste

d’une variable physiquement signifiante. Il est cependant diff icile de trouver une discussion de l’utilisation

de cette information distribuée par le système nerveux central dans le but de produire ou de contrôler une

action, un mouvement. C’est précisément cette question que nous abordons dans ce chapitre. En effet, une

extension de ce codage par population présente des propriétés intéressantes du point de vue du contrôle des

mouvements: une population de neurones présentant un stimulus préféré permet en fait un échantillonnage

spatial delavariableconsidérée. Leprincipediscutédanscechapitreest lecodagepar population, nonpasd’une

variable physiquement signifiante, mais d’une transformation sensorimotrice. Autrement dit, il est possible

d’utiliser leprincipedu codagepar population afin d’approximer unefonction complexe(non linéaire) par une

population de fonctionsaux propriétés plus simples (linéaires ou semi-linéaires).

Prenonsl’exempled’unefonction  ! " # de $ dans $ . On peut produireuneestimation %&
de

&
en utilisant,

par analogie avec (5.27), l’expression

%& ' ( ) * + , -.
+ , /

' 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 6 : ; 7 <
6 = >? 6 = @ A 6 : ; 7 8 9 6 : ; 7

(5.31)
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Nous avons remplacé dans l’estimateur (5.27) la fonction constante sous-entendue
� � � � � � � �

par une

fonctionaffinedéfiniepar lesdeux coefficients � �
et � �

. Autrement dit, nousassocionsàchaqueneuroneaccordé

sur une valeur particulière de
�
, une transformation affine particulière définissant une approximation affine

localede la fonction
�

(voir AnnexeA, pour plusdedétails).

Pour étudier l’ inf luence de la courbe d’accord � � � � �
choisie, intéressons-nous au propriétés spectrales

(dans un premier temps du point de vue spatial) de cet approximateur. Ceci peut se faire facilement si l’on

restreint l’ensembledesfonctions � � � � �
possiblesàunefamilledefonction obtenuespar décalagespatial d’une

mêmeet seule fonction radialesoit � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � �
. La définition de l’estimateur (5.27) devient

�� � � � �
� � �

�
� � �

� � � � 	 � � 
 � � 
 � �
(5.32)

Or l’expression ci-dessus est exactement équivalente à une approximation discrète d’une convolution

spatialededeux fonctions. La première fonction est une fonction en escalier � définie par

� � � � � � �
pour

� � � � � 
 � � � � � � � � 
 � �

La seconde fonction est la fonction à base radiale � 	 � � �
. Le codage par population permet donc d’ap-

proximer la fonction identité en utilisant une approximation par morceaux (courbe en escalier) filtrée. Les

propriétés spectrales du filtre correspondent à celles de la transformée de Fourier de la fonction � 	 � � �
. Ainsi,

si la fonction à base radiale est une gaussienne, la convolution conduira à un filtrage passe-bas de la fonction

en escalier � � � �
. Ceraisonnement est également valablepour l’approximateur (5.31) mais la fonction � � � �

est

alors la fonction linéaire par morceau

� � � � � � � � � � � �
pour

� � � � � 
 � � � � � � � � 
 � �

Il faut par conséquent noter que lechoix de la fonction de base � 	 � � �
conditionne la résolution fréquen-

tielle de l’approximateur.

5.2.4 Casdessystèmesdynamiquesnon linéaires: codagespatio-temporel

Cepincipepeut s’appliquer pour approximer ladynamiqued’unsystèmenonlinéairedont lesparamètresdépen-

dent desesvariablesd’état. Lafonction � � � �
décrit alorsladynamiquelocaledecesystème. Prenonsl’exemple

d’unevariable � � � �
dont ladynamiquepar rapport àuneentrée � � � �

s’exprimesous la forme:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � �  ! " � �  # $% & ' (
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Les paramètres de la dynamique de � � � � sont ici eux-mêmes fonction de l’état de l’entrée � � � � (la dy-

namique décrite est donc non-linéaire). On peut dans ce cas appliquer le principe de codage par population

(5.31) àunepopulation de fonctions décrivant une dynamique linéaire:

�� � � � � � � � �� � � � � � � � � 	 
� � 	 � 
 � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 
� � 	 � � � � � � �� � �� � � � � � � � � � � (5.33)

Chacunedes fonctions locales � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � représenteuneapproximation

linéaire locale de la dynamique non linéaire globale à approximer. La sortie du modèle �� � � � est la somme des

estimations fournies par chaque fonction linéaire locale
� � , pondérée par l’activité � � � � � du neurone «codant

l’état» qui lui est associé.

Nousdéfinironscettepopulation deneuronesresponsablesdu codagepar population del’état du système

par le terme «carte de contexte». Leur activité dépend ici d’une variable d’état du système mais elle peut

également être inf luencée, comme nous le verrons en particulier pour le premier exemple, par des variables

n’étant pasdesvariablesd’état (c’est pourquoi nouspréféreronscetermeàcelui d’«espaced’état» ou de«carte

d’état»). Le rayon de la fonction àbaseradialedéfinit le«champ récepteur» de cesneurones (voir figure 7).

On peut étendreceprincipeàunedépendancemultidimensionnelledesparamètresde ladynamique, par

exempleunedépendancepar rapport à � � � � et à �� � � � . Danscecas, il faut utiliser un codagebidimensionnel du

type(5.30). Il faut noter quecettedécomposition en fonctions linéairesnepeut se fairequepour des fonctions

«douces» ne variant pas de façon trop brusque dans le domaine d’approximation de leurs paramètres. Pour

une fonction donnée, deux paramètres jouent un rôleessentiel dans lacapacitédu réseau à reproduire les vari-

ations de la fonction. Ce sont la résolution (densité de gaussiennes utilisée pour échantillonner l’espace des

paramètres) et la largeur de la fonction à base radiale (notée  ). Cette question est abordée dans la discussion

ainsi quedans l’annexequi exposeplusen détail les propriétésdece typed’estimateur.

5.2.5 Construction d’un observateur prédictif

5.2.5.1 Pr incipe

Nousavonsappliquécemodèleàlaconstructionadaptatived’unobservateur prédictif d’unsystèmedynamique

complexe. Celui-ci est composé d’un bras mécanique à deux degrés de liberté mis en mouvement par quatre

muscles(deux pour chaquearticulation) modéliséspar desimplesressortsexponentiels. Il faut noter eneffet que

lastabilitéd’un tel systèmemécaniquenepeut êtreassuréepar desressortslinéairesclassiques[221, Shadmehr

and Arbib, 1992] . Les paramètres mécaniques du bras sont ceux cités dans [253, Uno et al., 1989] . La force

exercée par lemuscle ! est donnéepar la relation suivante
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Figure 7. Schéma explicatif de l’approximation d’une fonction non linéaire par une population de fonctions linéaires
(ici un approximateur de dimension 2). L’approximateur est constitué de deux modules: une carte de contexte codant
par population un couple de variables ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â et une population de neurones dont la réponse est une combinaison des
entréessensorielleset motrices(population defonctionslinéaires). Chaqueunitédelapopulation defonction proposeune
approximation locale Ã Ä de la fonction. Lasortieglobaledu réseau Å Æ Ç È est la somme des É Ê . Les É Ê correspondent à la
sortie Ë Ê dechaquemodule linéairepondéréepar l’activité Ì Í d’un neuronede lacartedecontextequi lui est associé.
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� � � � � � � � � 	 � 
 � � 
 � � � � � � �
(5.34)

où les constantes � � et � � permettent de paramétrer la rigidité et la force au repos (longueur et activité

nulle) du muscle. Un tel muscle n’est pas capable de «pousser» et se contracte si l’«activité musculaire» � �
est non nulle (dans les simulations suivantes � � est toujours positif). Deux autres paramètres interviennent

dans le calcul de la longeur du muscle (fonction des angles articulaires), ce sont la position de ses deux points

d’ insertion.

Lerôlede l’observateur prédictif est deprédiredansun futur prochel’évolution du brasarticulé(dans

un référentiel cartésien ou polaire) àpartir de laconnaissancedesactivationsmusculaires et des déplacements

angulaires actuels et passés (voir f igure 8). Autrement dit, cet observateur doit réaliser une prédiction sur

l’évolution d’un système dynamique multidimensionnel (6 entrées et deux sorties) en effectuant de plus une

transformation decoordonnées(transformation également non linéaire). Leséquationsdécrivant ladynamique

et la géométrie de ce système sont très complexes et nous ne prétendons pas ici fournir un prédicteur optimal

en lesutilisant. Lebut decessimulationsest avant tout dechercher si l’on peut obtenir uneprédiction debonne

qualité en partant d’un nombre limité d’hypothèses avec un modèle le plus simple possible. Pour cela, nous

exprimeronsdefaçonrestrictiveladynamiquedirectedusystèmepar unerelationnon linéairebidimensionnelle

poséea pr ior i du type:

� � � � � � � �  � � � � � ! � " � � � ! � # � � � ! � $ % & ' ( ) * % & ' ( ) + % & ' , (5.35)

- + % & ' . / + 0 1 * % & ' ( 1 + % & ' ( 1 2 % & ' ( 1 $ % & ' ( ) * % & ' ( ) + % & ' ,

où

3 - * % & ' et - + % & ' représentent desvariables observables telles que lescoordonnées cartésiennesou polaires de

l’extrémité du bras dans un plan,

3 les 1 4 % & ' , 5 6 7 8 ( 9 : sont lesvecteursdécrivant lesactivitésmusculairesactuelleset passées(sur un intervalle

de tempsdiscrétisé fini),

; lesvecteurs < = > ? @ et < A > ? @ donnent de lamêmefaçon et sur lamêmefenêtre temporelle lesvaleursactuelles

et passées despositions angulairesdesdeux articulationsdu bras.

On peut écrire
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�� � � � � � � � � � � � � 	 
 � �
 � � 
 � � �
 � � 
 � �
 � � 
 � � �
 � � � � � � 
 � �
 � � 
 � � �
 � � 
 � �
 � � 
 � � �
 � � � � � � � (5.36)�� � � � � � � � � � � � � 	 
 � �
 � � 
 � � �
 � � 
 � �
 � � 
 � � �
 � � � � � � 
 � �
 � � 
 � � �
 � � 
 � �
 � � 
 � � �
 � � � � � � �
Les fonctions � � � � � et � � � � � représentent ici le résidu de l’erreur deprédiction observéesur chaquevari-

able. En effet, si on considere que la dynamique du système est effectivement décrite par l’équation (5.35),

la prédiction sur l’évolution des deux variables � � et � � ne sera bonne que pour un horizon � infiniment pe-

tit. Pour des horizons grands, l’évolution du système dépend également des commandes musculaires futures

(information non disponible) et la prédiction devient alors très hasardeuse. Il faut noter que les dérivées par-

tiellesdu type � � �� � � dépendent àpriori detouteslesvariables � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � ! � � � � � ! � � � � " . Pour tenir

compte de cette dépendance éventuelle, il serait nécessaire de définir la fonction d’accord sur un nombre de

variables très important et par conséquent de réaliser un approximateur travaillant sur un espace de dimen-

sion déraisonnablement grande. C’est pourquoi nous avons apporté une seconde restriction à la résolution de

ce problème en postulant que les dérivées partielles des fonctions # $ % & ' et # ( % & ' ne dépendent que des deux

variables ) $ % & ' et ) ( % & ' exprimant la position angulaire instantanéedu bras.

Compte tenu de ces restrictions, la dynamique de l’observateur prédictif, construit comme une somme

d’approximation linéaires locales de ladynamique (5.36) peut s’écrire:

*+ , - . / 0 1 2 3 45 2 3 - 6 3 456 3 - 7 8 2 9 :; 9 ; < = ;> ? @ A B 9 :; 9 C < = C> ? @ A B 9 :; 9 D < = D> ? @ A B 9 :; 9 E < = E> ? @ A B 9 :; 9 F G H IJ K L M N O PI O Q R S TU V W X Y Z [ \ ] S ^ _ S T `ab c T ] V ` d
Z e fg Z e ^

\ e fg\ e ^
h i Z [ \T [ ^ R j ^U V k i Z [ \T [ T R j TU V k i Z [ \T [ l R j lU V k i Z [ \T [ m R j mU V k i Z [ \T [ n R S ^U V k i Z [ \T [ Q R S TU V W X Y Z [ \ ] S ^ _ S T `

avec
ab c ^ ] V ` d oc ^ ] V k p ` q c ^ ] V ` et

ab c T ] V ` d oc T ] V k p ` q c T ] V ` .
Les fonctions àbaseradialeutilisées lors dessimulations sont des fonctions gaussiennes

Y Z [ \ ] S ^ _ S T ` d r s t u v w x y z { | } ~ | � � � � { | � ~ | � � � � �
leparamètre � � permettant decontrôle leur rayon («champ récepteur»).

Pour simplif ier l’écriture des équations associées à ce modèle, il est possible d’écrire de façon plus

générale (sans expliciter lesvariablesd’entrée)
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�� � � � � � � � 	 
� � 	 � � 	 
�� 	 � 
 � � � ��� � � � � � �� � � � � � � � � �  ! " # $ % # & '
(5.37)() * & " + ' , � - ./ � - $ ! - ./! - $ 0 1 - . 2/1 - $ 3 �  !&  1 4 5 1 � � � �  ! " # $ % # & '

si l’on nomme 6 7 le nombred’entrées considérées.

Remarquons de plus que le système d’équations (5.35) est introduit comme une fonction statique des

activitésmusculaireset desanglesarticulaires. Or lesystèmemodéliséest un systèmedynamiqueet lessorties* $ " + '
et

* & " + '
dépendent non seulement des activités musculaires et des angles articulaires mais aussi de leurs

dérivées successives. Il est possible de prendre en compte ces opérations de dérivation dans le modèle en

introduisant desentréessupplémentairescorrespondant aux variables 5 1 % 8 9 : ; % 6 7 < précédemment introduites

retardées d’un multiple entier d’un retard = . Ainsi, le modèle d’observateur prédictif f inal prend en entrée les

variables suivantes> les variations des activités musculaires ? @ A BC D E F G H @ A IC D E F G H @ A JK L M N O P Q R ST U V W X Y mais aussi les variations des activ-

ités musculaires précédentes (sur un intervalle de temps fini et avec un échantillonnage fixe de période Z )

soit [ \ ] ^_ ` a b c Z d e \ ] f_ ` a b c Z d e \ ] g_ ` a b c Z d e \ ] h_ ` a b c Z d Y , [ \ ] ^_ ` a b c i Z d e \ ] f_ ` a b c i Z d e \ ] g_ ` a b c i Z d e \ ] h_ ` a b c i Z d Y ,

..., [ \ ] ^_ ` a b c j k l m n o p qr s t u v w k l m n o p xr s t u v w k l m n o p yr s t u v w k l m z ,{ les vitesses angulaires | o } ~� � � � � � � } �� � � � � � ainsi que leurs valeurs précédentes � � } ~� � � � � � � � � } �� � � � � � � � ,� � } ~� � � � � � � � � � } �� � � � � � � � � ,..., � � } ~� � � � � � � � � � � } �� � � � � � � � � � .

5.2.5.2 Règled’apprentissage

Représenter une fonction dynamiqueen utilisant unepopulation de fonctionspermet d’utiliser unerègle d’ap-

prentissage locale. Toutes les unités de calcul reçoivent le même signal d’erreur et adaptent localement leurs

paramètres. L’apprentissagenenécessiteaucunerétropropagation complexed’ information. En cequi concerne

cet observateur prédictif, le signal d’erreur est donné par la différence entre la prédiction � �� � � � � � � �� � � � � � �
réalisée au temps � et lesvariations observéesau temps � � � � � . Si l’on définit lessignaux d’erreurscomme

� � � � � � � � ��   � � � � � � � �   � � � � �   � � � � � � �� ¡ � � � � � � ��   ¡ � � � � � � �   ¡ � � � �   ¡ � � � � � �
et que l’algorithme d’apprentissage cherche à minimiser les variables ¢ £ ¤ ¥ £ ¦ § ¨ © et ¢ © ¤ ¥ © ¦ § ¨ © , alors
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l’application de la règledeWidrow-Hoff donne la règle

� � � �� � � � � � 	 
 �� 
 
 � � � � � �� � 	 
 �� 
 
 � � � � � (5.38)

avec � � �� � 	 
 �� 
 
 � � � � � � � � � � � � � � � 	 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �
et � réel positif définissant le pas de la descente de gradient. L’application de cette règle ne pouvant se

faire qu’au temps
�

(lorsque les valeur de � � � � � et � � � � � sont connues), la modification des poids est effectuée

seulement àceinstant là. Autrement dit, leprocessusd’apprentissages’effectueavec un déphasagede � secon-

des sur l’évolution du bras articulé. Une transposition au domaine biologique de cette contrainte impliquerait

donc que l’hor izon deprédiction de l’observateur correspondeau délai deconduction du signal d’erreur� � � � � � � � � 	 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � � .
5.2.5.3 Simulations

Le système dynamique constitué du bras articulé mis en mouvement par 4 muscles élastiques est trop com-

plexe pour que nous proposions un schéma de contrôle incluant notre observateur prédictif. Nous avons par

conséquent choisi detester sescapacitésaposteriori. Nousavonsgénérédesmouvementsaléatoiresdu brasen

produisant dessériestemporelles � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � ! � � � " pseudo aléatoires. Chaquesignal d’activitémuscu-

laireaétéobtenupar unmélangedesinusoidesdont lescomposantesfréquentiellessont choisiesdansunebande

defréquenceslimitée. Durant lessimulations, lesactivitésmusculaires, ainsi quelatrajectoiredu bras, sont en-

registréesdansun fichier. Nousavons donc finalement obtenu unebasededonnées (la base de test) contenant

ledécours temporel desactivitésmusculaireset lacinématiquedu brasceci pour plusieursmouvements.

La qualité de la prédiction est estimée à partir de l’erreur quadratique moyenne, sous la forme d’un

pourcentage de var iance expr imée (P.V.E.). Ces mesures sont données pour chacune des variables d’ intérêt# � � et
# � �

par les formules

$ % & % ' ( ) * + , - - . / , 0 1 2 3 4 5 6 * 72 3 4 5 8 9 * 7 :; 0 2 0 < = ) * + , - - . / , 0 1 2 3 4 5 6 * 72 3 4 5 8 9 * 7 :
qui expriment le pourcentage de variance expliquée par l’observateur par rapport au pourcentage de

variance qui serait expliqué par un modèle utilisant comme prédiction simplement les valeurs moyennes de
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Figure 8. Schéma illustrant la simulation d’un observateur prédictif appliqué à la prédiction des déplacements d’un bras
articulé à deux degrés de liberté (la trajectoire du bras est ici représentée en coordonnées polaires). Les mouvements du
bras sont aléatoireset lesvariables d’état utilisées par l’observateur prédictif sont lescoordonnées polaires z { | } ~ � � � � � � de
l’extrémité du bras. Les variables sensorielles constituant les entrées (motrices et sensorielles) de l’observateur sont les
variationsd’activitémusculaire � �� � � �� � � �� � � �� � � et les vitesses angulaires des articulations �� � et �� � .
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Figure 9. Résultat de la prédiction dans un référentiel cartésien de l’évolution d’un bras articulé mis en mouvement par
quatre muscles. R1 et R2 représentent le pourcentage de variance expliquée (P.V.E.) par le modèle (sur la prédiction des
variationsen � � et en � � ). RM est lepourcentagedevarianceexpliquéemoyen. DW représenteunemesuredesvariations
despoidssynaptiquesdu réseau duesà l’apprentissage.� � �

et de
� � �

. Ces mesures sont directement reliées aux coefficients de corrélation des regressions linéaires

de
�� � �

en fonction de
� � �

et de
�� � �

en fonction de
� � �

. En effet,

� 	 
 � � 
 � � � � � � � � � �� � � � � � � �
� � � � � 
 � � � � � � � � � �� � � � � � � �

Lenombredesynapsesadaptativesprésentesdansleréseau dépend donc du nombredefonctionsàbase

radiale � et du nombrederetardsutilisés � � pour lapriseen comptedesdérivéessuccessivesdesentrées. Ainsi�  � ! " # $ % !
et le nombre total de synapses est

# & ' # ( ) * +
Par exemple, unréseaucomportant unegrillede , - , . / 0 gaussiennes, avec 3 retards doit ainsi apprendre/ 0 1 2 0 3 4 1 0 5 6 7 8 9 : valeurs flottantes.

5.2.5.4 Résultats
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Dans l’exemple choisi les résultats obtenus portent sur la prédiction de cinq mouvements répétés chacun dix

fois seulement. Les mouvement, qui durent 40 secondes et sont échantillonnés à 1kHz, sont présentés au

réseau selon une séquence régulière (mouvement 1, puis 2, 3, 4 et 5, répétée dix fois). La carte de contexte

comprend 25 gaussiennesrépartiesdefaçon régulièresur unegrillede5 par 5. Pour chaquesignal d’entrée(les

quatresactivitésmusculaireset lesdeux vitessesangulairesarticulaires), leréseaureçoit 3copiesdecessignaux

retardées (respectivement de 150, 300 et 450 ms). L’horizon de prédiction est de 400 ms. Le pourcentage

de variance expliquée moyen dépasse en fin de simulation dans tous les cas 90 % (ce qui correspond à un

coefficient de régression de0.949). Laprédiction de l’évolution de � � (c’est àdirede l’abscissede l’extrémité

du bras) semble clairement plus difficile à apprendre comme l’atteste l’évolution du pourcentage de variance

expliquée R1 sur la figure (9), toujours inférieur à R2. La décroissance régulière, d’allure exponentielle, de

la mesure des variations des poids synaptiques montre que l’apprentissage est régulier et tout à fait eff icace.

Il faut noter que les courbes d’évolution temporelle des différents pourcentages de variance expliquée sont

strictement monotone. Cette observation montre les capacités de généralisation du réseau de gaussiennes. En

effet, ceréseau pourrait apriori apprendreunedynamiquepropreàchaquemouvement defaçon indépendante,

et «désapprendre» ensuite lorsque un mouvement différent lui est présenté.

5.2.6 Application au contrôled’un systèmenon-linéairemonodimensionnel

5.2.6.1 Pr incipe

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une application du filtre adaptatif proposé à la prédiction de

l’évolution d’un système dynamique non linéaire. Cette seconde application de l’approximation par popula-

tionsdefonctionsest destinéeau contrôleadaptatif d’un systèmedynamiqueégalement non linéaire. Leréseau

depopulationsde fonctionsdynamiquesest utilisécommeun filtreadaptatif inclu dansun schémadecontrôle

du type «apprentissage d’erreur en retour» («feedback error learning»). Le système contrôlé est une version

simplifiée (monoarticulaire) du modèle de bras articulé utilisé dans les simulations précédentes. La tâche de-

mandéeau contrôleur est unetâchedepoursuite: il doit imprimer àl’articulation unetrajectoireangulaireaussi

proche que possible de celle d’une cible. Cette simulation permet de montrer qu’un réseau de gaussiennes

utilisant le principe du codage par population peut être utilisé pour compenser les non-linéarités d’un système

dynamique.

Lesystème contrôlé est donc une version monoarticulaire du bras simulé (la seconde articulation étant

bloquéecomme si cebras restait tendu). Ses caractéristiquesmécaniques sont les suivantes:

� masse � � � kg,

� longueur � � � � 	 m,

� coefficient deviscosité 
 � � � � � kg.m� .s

�
.
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Figure 10. Schéma de contrôle utilisé pour tester la capacité d’un réseau de gaussienne à modéliser la dynamique d’un
systèmenonlinéaire

Ce bras tendu est soumis à l’ inf luence de la gravité. Les caractéristiques des muscles sont données para b c d e
et f g h (voir équation 5.34).

Le schéma de contrôle choisi utilise deux modules complémentaires. Le premier, non adaptatif, est

simplement uncontrôleur proportionnel-dérivé(PD) dont lesparamètressont fixes(servo-contrôleur) et choisis

de façon arbitraire. Sa sortieest définie par la relation

i j k l m n g f o p q r s t u v w p q x r s t
avec

y q r s t z { r s t | { w r s t , différence entre la position angulaire instantanéeet laposition angulaire désirée,y q x r s t z { x r s t | { x w r s t , erreur de vitesse angulaire,y v o z } p ~ et � � � � � � , gainsen position et en vitessedu servocontrôleur.

Utiliséseul, cecontrôleur linéairenepeut assurer defaçongénéralelastabilitéducontrôle. Lacommande� � � � � � qu’ il produit est utiliséecommesignal d’erreur pour un second modulepossédant despropriétésadap-

tatives. Ce second module est tout à fait identique, dans son architecture, à l’observateur prédictif décrit dans

l’exposédu modèleprécédent (voir 5.37). Cependant,

� la carte de contexte n’est pas ici définie uniquement dans un intervalle de positions angulaires

instantanées, mais dans une région bidimensionnelle de l’espace des phases � � � � � � � � � � � � du système
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monoarticulaire considéré ici. l’activité des neurones de cette carte est décrite par la relation
� � � � � � � � � 	 
 � � 
 � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � �  où ! " # $ % & " '# $ % ( représente le «contexte préféré» du neurone situé sur

la ) *+ , +
ligne et - ./ 0 /

colonne de la carte et 1 la pente ou sensibilité de la courbe d’accord. Autrement dit,

la commande 2 3 4 5 produite par ce module adaptatif est une somme de fonctions dynamiques localement

linéaires, pondérée par les activités observées dans la carte de contexte. La fonction dynamique choisie à

un instant 4 donnédépend donc de laposition angulaireet de lavitesse angulairedu brasàcet instant.

6 cesfonctionsdynamiquessont unecombinaison linéairedespositionset vitessesangulaireset despositions

et vitesses angulaires désirées (laconsigne).

La commande totale, calculée comme la somme des sorties des deux modules ( 7 3 4 5 8 7 9 : 3 4 5 ; 2 3 4 5 )
est utilisécommeun signal d’activation desmuscles. Lacontraction desdeux musclesn’est pas indépendante:

la commande 7 3 4 5 est distribuée à chacun des deux par un mécanisme de «balance» (on ne s’ intéresse pas ici

à la résolution de la redondance dynamique articulaire). Seul la valeur absolue de 7 3 4 5 est considérée et son

signe détermine vers quel muscle ce signal est dirigé (le muscle antagoniste reçoit dans ce cas une activation

nulle). Ce système très simple permet de conserver une certaine plausibilité biologique à notre modèle car la

commandemotriceprovoqueuniquement lacontraction musculaireet nepeut produiredeforcesdedilatation.

5.2.6.2 La simulation

Nous avons choisi de comparer le comportement de deux modèles de contrôle dans une tâche de poursuite.

Le premier modèle ne comporte que la partie non adaptative du schéma de contrôle décrit précédemment (le

servocontroleur produisant 7 9 : 3 4 5 ). Le second modèle est le modèle complet, comportant un second module

adaptatif 2 . Ces deux systèmes commandent le même modèle de bras et doivent poursuivre une trajectoire

composée d’un mélange de cinq sinusoides dont les fréquences et les déphasages ont été tirés au hasard (avec

une limite supérieure en fréquence de 1,5 Hz). La carte adaptative comporte < = > ? @ > neurones disposés

selon une grille régulière, et lapente de la fonction d’accord desneuronesd’étatsest 2.

5.2.6.3 Résultats

Lesrésultatsobtenusconcernent unesimulation simultanéedesdeux modèlesdurant 70 secondes. L’apprentis-

sage est déclenché après les 6 premières secondes, et arrêté au bout de 40 secondes. Le fait marquant de cette

simulation est la divergence du modèle non adaptatif aux environs de la 45ème seconde de simulation (figure

11, graphiquedu haut). Lemodèleadaptatif n’est pasdéstabiliséalorsque l’apprentissagen’est plusactif (f ig-

ure11, en bas). Deplus, la trajectoiredu systèmeadaptatif suit trèsétroitement celledelacible, mêmelorsque

le filtre A n’apprend plus. Cette simulation montrequ’une adaptation assez rapide permet au second système

B d’améliorer de façon très importante laqualitéde la poursuite,
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� de réduire le déphasage observé entre la consigne et la trajectoire produite, c’est à dire de faire montre de

capacités d’anticipation,

� d’augmenter lastabilitéde la commande.

5.3 Application au modèle de la mémoiredynamique

5.3.1 La mémoiredynamique

Le modèle de la mémoire dynamique ([58, Droulez et Berthoz, 1991] ) propose une hypothèse originale con-

cernant lanaturedestransformationsspatiotemporelles impliquéesdanslecontrôledesmouvementsdesyeux.

La commande centrale a pour origine les neurones tecto-reticulo-spinaux mais aussi les neurones «bursters»

prémoteursdu colliculusqui toussemblent produireun signal decommandecorréléàlavitessededéplacement

del’oeil. Seposedonc laquestion du maintien, par lesystèmenerveux central, d’unereprésentation delacible

àatteindrependant lemouvement. Cettemémoiredelaciblepeut fonctionner par lebiaisd’uneopération d’ in-

tégration temporelledu signal decommandeen vitesse(une«copieefférente» delacommandemotrice). C’est

précisément cequeproposelemodèledelamémoiredynamique: l’ intégrateur comprend unereprésentation de

lacibleàatteindresouslaformed’unecartedont lesneuronespossèdent deschampsrécepteursrétinotopiques.

L’ intérêt de ce modèle est donc de montrer que cette représentation peut être maintenue au cours du mouve-

ment par un processus d’ intégration non linéaire d’une copie efférente de la commande en vitesse de l’oeil.

D’autre part, les motoneurones enregistrés dans les noyaux oculomoteurs ont une activité à la fois tonique et

phasique. Uneautrephased’ intégration du signal provenant desneuronestecto-réticulo-spinaux est nécessaire

pour expliquer laprésencede lacomposante toniquede ladéchargedesmotoneuronesdurant lessaccades. Le

modèledelamémoiredynamiquepeut également être invoquépour réaliser cetteautreopération d’ intégration

(réaliséepar l’«intégrateur oculomoteur final» [57, Droulez et Berthoz, 1991] ).

Pour unecartededimension un (intervenant par exemplecontrôledessaccadeshorizontales), si ladistri-

bution de l’activitédans lacarte (la représentation) est décritepar une fonction
� � � � � � � � � � � � � 	 
 � � � 


ou
�

représente le temps et � la position, alors on peut faire correspondre un déplacement de la distribution d’ac-

tivité de la carte à un déplacement � � de la position de la cible sur la rétine en un temps � �
si la différentielle

totale restenulle (contraintederigidité) c’est àdire

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
(5.39)

Un développement deTaylor du membregauchedecetteéquation donne
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Figure 11. Résultats de la simulation. En haut, un extrait de la trajectoire du modèle non adaptatif (tirets noirs), de celle
du modèle adaptatif (courbe en gras) et de la trajectoire désirée (courbe en traits fins). La f lèche verticale indique le
décrochage du modèle non adaptatif dont la trajectoire divergeensuite. La figuredu bas, échellede gauche, décrit l’évo-
lution de l’erreur quadratique(carrédelasortiedu P.D.) en fonction du tempsdesimulation. Unef lècheverticale indique
l’ instant du décrochage. Lacourbeen grasassociéeàl’échellededroitemontrel’évolution du carrédesmodificationsdes
poidssynaptiquesentre ledébut et la fin de lapérioded’apprentissage (indiquéspar lesdeux f lèchesdu bas).
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 �
	 � � � � 	 �

	 � � �
(5.40)

Ceci impliquedonc, si l’on compare les relations (5.39) et (5.40) que

	 �
	 � � 	 �

	 � 

� �

� � � 	 �
	 � 
 ��

(5.41)

Cette dernière équation montre que les variations temporelles et spatiales de la fonction
� � � � � �

sont

liées par une relation simple impliquant la vitesse de déplacement de la représentation. Si l’on passe d’une

représentation continueàunereprésentation discrèteen décrivant l’activitéde � neuroneséquidistribuéssur la

cartecomme � 
 � � � � � � � 
 � � � � � � � � . Alors

� � � � � � � � � � � � � � �
� �

� � � � � � � � � � � � � � � � �
� �
� � � � � � � � �� � � �

Si la cible est fixe et si l’on note  la vitesse de déplacement horizontale de l’oeil, alors !� � "  et par

conséquent

� � � � � � � � � � � � � � "
� �
� � � � � � � �  � � � (5.42)

L’équation (5.42) montreque lavariation d’activité temporelledu neurone( # $ % & ' ( & ) * # $ % & )( & ) peut êtrecal-

culée à partir de la variation d’activité locale ( + ,+ - � � � � � ) dans la carte et de la commande en vitesse  . Or la

variation localed’activitépeut êtreapproximéeàpartir desactivitésdesneuronesvoisins. On peut par exemple

écrire

./ 0
/ 1 2 1 3 4 5 67 8 9 : ; < = > ? 8 9 < = >@

ou d’une manièreplusgénérale

AB C
B D < D E = > 67 F G HI

F G ; J 9 K F 8 F < = > (5.43)

les poids J 9 K F du réseau pouvant être acquis par apprentissage [57, Droulez et Berthoz, 1991] . D’une

manière générale, l’opération réalisée par l’équation (5.43) est une convolution de l’activité locale dans la

carte par un filtre dér iveur (filtre passe-bande). La qualité de l’estimation du gradient dépend donc des
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Figure12. Principede lamémoiredynamique. A) Unité fonctionnellecomportant deux élémentsprincipaux. Lepremier
(1) effectue une somme pondérée des activités des neurones voisins (ici les six voisins les plus proches) et produit une
estimation du gradient spatial local d’activité. Le second élément (2) multiplie ce gradient par le signal de vitesse. Le
signal résultant est ensuite intégré. B) Assemblage des unités fonctionnelles (par souci de clarté, seule une sur deux est
représentée).

propriétésdecefiltreet desfréquencesspatialesprésentesdanslacartecodant lavariable % . Commeil n’existe

pasdefiltreaux qualitésparfaites, chaquecalcul degradient introduit uneerreur dansleprocessusd’ intégration.

La mémoire dynamique ne peut donc réaliser une intégration pendant un temps infini, et l’activité dans la

carte doit être régulièrement «rafraîchie» par les informations provenant des capteurs sensoriels (informations

rétiniennes par exemple).

Ainsi, l’évolution temporelle de chacun des neurones de la carte peut donc s’exprimer en fonction de

la commande & et des activités des neurones voisins. Cette architecture permet de combiner une intégration

temporelle et un changement de référentiel par la construction d’un réseau récurrent dont une caractéristique

est de nécessiter des «neurones produits» (voir figure 12).

Contrairement aux deux modèles présentés précédemment, le modèle de la mémoire dynamique est un

réseau àconnexions récurrentes. Or s’ il est clair que leréseau effectueglobalement une intégration linéaire, la

fonction réalisée par chacune des unités neuronales est non linéaire. Nous allons essayer de développer cette

idéeen l’appliquant àun codagepar population et en étendant son principeàdessystèmesdynamiquesd’ordre
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plus élevé, linéaires ou non linéaires. Nous restreindrons cette étude à un système monodimensionnel (une

seule variable d’ intérêt) bien que tous les résultats obtenus puissent s’appliquer à des systèmes de dimension

plusélevée.

5.3.2 Apport du codage par population

5.3.2.1 Calcul exact des poids intervenant dans le calcul du gradient spatial

Danscemodèle, ladistribution d’activité initiale
� � � � � �

est donnéepar l’ imagerétinienne. On peut cependant

appliquer le même raisonnement à une variable codée par une population de neurones à fonction d’accord.

Prenons l’exemple d’une population de � neurones à fonctions d’accord gaussiennes � � � � � � �
de largeur 	 .

L’activitéde la population code la valeur d’unevariable
� � � �

selon la loi


� � � � 
� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �� � � �  � ! " � #  $  � % (5.44)

La variation temporelledu & -ème neuronede lacarteest donnépar la relation' " �' ( � ' " � # ( %'  ! '  ' ( � ) * #  )  � %+ , ! " � ! '  ' (
Or, dans cette équation, la variable  # ( % peut être remplacée par son estimation (5.44) et finalement,

l’évolution temporelle d’un neuronede la population peut êtredécritepar l’équation différentiellesuivante' " � # ( %' ( � ) *+ , -. / � ��/ � �  / ! " / ! " � )  � ! " � 01 ! 2 
Cettedernièreéquationnousdonnedonc lespoidsoptimaux delamatriced’ interconnectiondesneurones

de lacarte. Lecomportement decelle-ci est donc décrit par # * " 3 4 % équationsdifférentiellesnon linéairesdu

premier ordrecoupléesentreelles. Notonsquenousavonseffectuéun calcul direct delaconnectivitémaiselle

peut également êtreapprisepar leréseau. L’équation ci-dessusmontrequel’architectureoptimaleest un réseau

récurrent composéd’unecouched’unitéssigma-pi produisant lasortie 5 6 7 8 9 avec despoidsqui ont pour valeur

: 6 ; < = > ?@ A B C <
Avec ce formalisme, ladynamique de chaqueneurone de lacouche s’écritD E 6 7 8 9D 8 > ?@ A B C 6 B E 6 7 8 9 B FC 7 8 9 = > 5 6 7 8 9 B FC 7 8 9
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Si lavariable
�� � � � est elleaussi codéepar unepopulation de � neuronespossédant unefonction d’accord� � �� � �� � � définie par des vitesses préférées, il est possible de rempacer

�� � � � par son estimation 	 �� � � � 
 � � �
� � � �� � �� � �� � �� � � . De même, la valeur de � peut être remplacée par son estimation �� � � � � � � ��� � � � � � � � , ce qui permet

d’obtenir la dynamiquesuivantepour chaqueélément � � � �  ! " � � #
du réseau :$ � � � � �$ � % &' ( � � � � � � � ) * + ,- * + . / * 0 * 1 2 3 4 5 67 4 5 8 9: 4 ; < 9: = 9: 4 > 1 ? @ A B < C > 2 4 5 67 4 5 8 9: 4 2 ; < 9: = 9: 4 >

.Cecalcul est propreàl’utilisation d’unefonction d’accord gaussienne, maisn’oublionspasquelecalcul

direct de D 6 E F G HD I peut être remplacépar uneestimation locale du gradient dans la carte.

5.3.2.2 Réalisation d’un filtredu premier ordre

Il est possiblederéaliser un systèmedynamiquedu premier ordreen utilisant àlafois leprincipedelamémoire

dynamiqueet celui du codagepar population. Si la dynamiquedu filtre peut êtredécritepar l’équation

9: ? J K L M N O (5.45)

alors un principe très proche de celui décrit dans le chapitre précédent permet d’obtenir une mémoire

simulant la dynamique de L K P M . Si l’on considère que l’on peut approximer localement la fonction J K L M il est

possible d’associer à chaque neurone de la carte Q R une constante S R telle que J K L R M T U V et d’obtenir une

estimation de lavitessededéplacement de la représentation :W XY Z [ \ ] V ^ _` V ^ a b V Z [ \ c U V d e Z [ \
Ainsi, la dynamique du système (5.45) peut être reproduite par une carte neuronale dont l’évolution est

décritepar la dynamique locale f
b gf [ ] h ^ _`h ^ a i g j h b h Z [ \ c k V ^ _` V ^ a U V b V Z [ \ d e Z [ \ l

Cemodèle, qui utilisepour approximer la fonction m Z Y \ leprincipedecodagepar population, n’est rien

d’autrequ’uneversion récurrentedu modèledécrit danslasection précédentedecechapitre. Il est par exemple

très faciled’obtenir un comportement dynamiquedu type«intégrateur à fuite» linéaireen utilisant ceprincipe.

La fonction de transfert d’un tel intégrateur est du type
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�� � � �
� � � � �

ou � représente la constante de temps du filtre et � son gain. Pour obtenir une mémoire dynamique se

comportant commecet intégrateur, il suffit deposer

	 
 � � �
� �


 � 
�

 � � � 
 � � �

et d’appliquer le gain � à l’entrée � � � � .
5.3.3 Extension à l’ intégration desystèmesdynamiques linéaireset non linéaires

5.3.3.1 Mémoire dynamique du second ordre

La mémoire dynamique réalise l’ intégration d’une équation différentielle du premier degré. Ce principe peut

êtreétendu àl’ intégration d’uneéquation différentielled’ordreplusélevé. Considéronspar exemplelesystème

dynamiquedécrit par l’équation

�� � � �� � � � � � (5.46)

L’ intégration de ce système du second ordre peut très simplement se faire par deux étapes d’ intégration

successivesutilisant deux mémoiresdynamiquesdu premier odrefonctionnant en série. Si l’on nomme � � � � � �
la carte représentant la variable � � � � et � � � � � � la carte représentant la variable

�� � � � , alors l’application de la

contraintederigiditéà cesdeux représentation donne le système suivant

� �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � (5.47)
� �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � �

les deux cartes placées en série réalisant alors l’ intégration double du signal
�� � � � . Si l’on veut intégrer

l’équation (5.46) alors il est nécessaire de définir l’opération consistant à produire la sommation de plusieurs

mémoires dynamiques. Supposons ainsi que � � � � soit représenté dans une carte � � � � � � . L’équation (5.46)

impose
�� � � � � �� � � � . Une première solution consiste à reconstruire le signal

�� � � � à partir du contenu des

troiscartes � � � � � � , � � � � � � et � � � � � � . Par exemple, si ces trois cartesutilisent un codagepar population, alors
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�
� � � � � � � �
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Figure13. Exemplederéalisation d’un intégrateur du second ordreutilisant deux mémoiresdynamiquesplacéesen série.
La première mémoire intègre le signal d’accélération. Tous les neurones de sortie de cette première carte sont connectés
à chaqueneurone d’entréede lacouche intermédiairequi réalise, via un codagepar population, l’estimation de lavitesse
dedéplacement qui est ensuite intégréepar lasecondemémoiredynamique.

�� � � � �  ! " # $ % # & ' ( ) # * + , - . / 0 1 / 2 3 4 5 / 6 7 89 : ; < = ; > ? @ A ?
où B représente ledomainededéfinition spatial dechacune troiscartes.

Mais on peut également chercher à n’utiliser qu’une seule mémoire dynamique permettant d’ intégrer

cette équation différentielle, c’est à dire de maintenir une représentation de la variable C D E F dans une carte

monodimensionnelle G D H I E F en acceptant comme seuleentrée la commande J . Cette équation étant d’ordre 2,

il est nécessairedetravailler sur uneexpression de ladifférentiellede G prenant en compte lesecond ordre. La

différentiellede G s’écrit alors

K G D H I E F L M GM H N K H O M GM E N K E O PQ R M S GM H S N K H S O M G SM E S N K E S O Q M S GM H M E N K H N K E T
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ledéplacement de la représentation est donné par

� � � �� � � � � �	 
� � � � � � � 
 � � � �
et la différentielle de � s’exprime sous la forme du polynôme en

� �
suivant (on néglige les termes de

degrésupérieur à 2)

� � � � � � � � �� � �� � � �� � � � � � �	 � � � � �� � � � � � �� � � �� � � 	 � � �� � � � �� � � �� � 
� �
lacontraintederigidité imposant

� � � �
, alors nécessairement

� �� � � � � �� � ��
� � �� � � � � � � �� � � �� � � 	 � � �� � � � �� � � �� � 
�

L’écrituredecesystèmepeut se«simplifier» en

� � �� � � � � � �� � �� � �� � � � � � �� � � � � � �� � 
� (5.48)

Ce développement peut s’obtenir à partir du système (5.47) en imposant � 
 � � � � � � ��  . La dynamique

localedes neuronesd’une telle«mémoiredynamique» du second ordreseradu type

! �" 
# " � ! $" �# �" � ! �" 
�
ou ! " et ! $" sont respectivement des estimations locales du gradient spatial et de la courbure de � 
 � � � �

qui peuvent être obtenues à partir de l’activité des neurones voisins. Ce court développement montre que la

suppression d’une représentation intermédiaire (ici lacarte � 
 � � � �
) conduit àunecomplexification de la fonc-

tion de transfert du neuronequi doit alorsobéir àunedynamique locale fortement non linéaire. Cetteéquation

décrit en réalité l’équivalent d’un processus physique de diffusion. La construction de réseaux de neurones

récurrents régulant la diffusion de l’ information dans des représentations de type topographique est une voie

prometteuse pouvant bénéficier du savoir-faire théorique des physiciens dans ce domaine [75, Funahashi et

Nakamura, 1993] [147, MacGregor, 1987] [266, Yuasaet al., 1997] .
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5.3.3.2 Chaînage de mémoiresdynamiques

Le principe du codage par population de neurones permet de modéliser des systèmes plus complexes (d’ordre

plusélevé) par lechaînagedemémoiresdynamiquesréalisant desintégrationssuccessives. Ainsi, un intégrateur

du second ordre peut être construit en plaçant deux mémoires dynamiques en série: la vitesse de déplacement

de la«montagned’activité» dans lapopulation desneuronesde lasecondecarteest obtenuepar un codagepar

population de lavitessedans lapremièrecarte(voir f igure13). Lechaînage impliquequetous lesneuronesde

sortie d’une mémoire dynamique projettent sur tout les neurones d’entrée de la mémoire dynamique réalisant

l’ intégration suivante (voir figure 13).

5.3.3.3 Exemples de simulation

On peut obtenir un système dynamique du second ordre en chaînant deux mémoires dynamiques du premier

ordre. Nous avons par exemple simulé un filtre du second ordre dont la fonction de transfert est du type
� � � � � �� � � 	
 � � ou 
 et � représentent respectivement une constante de temps et le gain du filtre. Le modèle

utilisécomportedeux mémoiresdynamiquesdupremier ordreidentiquessecomportant commedesintégrateurs

à fuite de même constante de temps 
 ( 
 =20 ms). Les poids des neurones permettant l’estimation du gradient

spatial d’activité dans la carte ne sont pas appris mais calculés afin que ce gradient soit obtenu par un filtre

dérivateur sinusoïdal de largeur fixe (le calcul utilise ici les 10 plus proches voisins de chaque neurone). La

figure (14) représente la réponse impulsionnelle des deux mémoires dynamiques. Le principe du chaînage

fonctionne bien car le déplacement de la représentation dans les deux cartes monodimensionnelles suit la loi

attendue.
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Figure14. Evolution temporelledel’activitédesneuronesdedeux mémoiresdynamiques(200 neuroneschacune) placées
en séries se comportant comme des intégrateurs à fuite. L’axe vertical est l’axe temporel et chaque graduation mineure
représente 10 ms. L’entrée présentée à la première carte (A) est une impulsion. La carte répond par un déplacement
instantané suivit d’un retour au centre selon une décroissance exponentielle. La seconde carte, identique à la première,
utiliselavaleur codéepar lapopulation deneuronesdelapremièrecartecommeun signal devitesseet réalisel’ intégration
decesignal.
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5.4 Discussion du modèle

Nous avons proposé dans ce chapitre une architecture formelle utilisant le principe de codage par population

et montré ses capacités à jouer le rôle d’observateur prédictif (équivalent à un modèle dynamique direct) d’un

système non linéaire multidimensionnel. Nous avons également montré qu’un tel f iltre permettait le contrôle

adaptatif d’un systèmedynamiquenon linéairemonodimensionnel. Enfin, nousavonsréintroduit lemodèlede

la mémoire dynamique en montrant comment l’on pouvait utiliser le principe de codage par population pour

chaîner desmémoiresdynamiqueset ainsi obtenir desmodèlesdynamiques internes«autonomes» desystèmes

d’ordres supérieurs à l’unité. Si nous nous sommes principalement inspiré derésultats expérimentaux concer-

nant les propriétés des populations neuronales pour proposer ce modèle, il faut noter que celui-ci appartient

au domaine de l’approximation de fonctions non linéaires par des réseaux utilisant des fonctions à bases ra-

diales. Ce suport théorique appréciable ainsi que les nombreuses observations expérimentales associées font

decemodèle (et desmodèlesproches) unehypothèse trèsplausiblepour l’ internalisation de ladynamiquedes

segments corporels par le système nerveux central. Cette forte plausibilité théorique sera le thème de cette

discussion qui n’oublierapascependant desouligner certaines limitationsdece type d’architecture.

D’unpoint devuedidactique, cemodèlemontrebien quelecodagepar population neserésumepasàune

représentation interne distribuée et robuste de variables dans un référentiel donné mais qu’ il permet une sim-

plification de lagénération de transformationssensori-motricesnon linéairespar lasélection d’unepopulation

de«programmesmoteurs» adaptés. Cesprogrammesnesont pas, commecelaaétéproposédanscertainsmod-

èles, des représentationsdeparamètresstatiquesdu mouvement (comme ladirection d’un mouvement du bras

[79, Georgopoulos et al., 1993] , la direction et l’amplitude d’une saccade [194, Pouget et Sejnowsky, 1997]

[236, Sparkset al., 1976] ), maisdesfonctionssensori-motricesdynamiques. Autrement dit, l’architecturepro-

poséepermet lasélection et l’apprentissage de la relation perception-action adaptéeau «contexte» sensoriel et

moteur codédans la carte de contexte.

5.4.1 Généralisation du modèleà d’autres typesdecourbesd’accord

La qualité principale de cette architecture est sa capacité à réaliser l’approximation de fonctions non linéaires

en utilisant une seule couche d’unités de calcul. Cette propriété, qui permet l’utilisation de règles d’appren-

tissage simples et locales, est due au caractère multimodal de la sensibilité des neurones de la carte d’état et

à l’ introduction d’une opération mathématiques simple qu’est la multiplication (opération absente de l’archi-

tecture des perceptrons multicouches canoniques). Les simulations présentées utilisent une base de fonctions

à courbes d’accord radiales de type «gaussiennes». Il faut cependant souligner que d’autres types de fonction

auraient pu être utilisées comme par exemple des fonctions sigmoïdes ou encore des «chapeaux mexicains».

En effet, les fonctions gaussiennes de la carte de contexte sont utilisées comme une base de fonctions, c’est à
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dire un ensemble de fonctions à partir duquel la fonction à recontruire peut être approximée. C’est grâce à un

principe similaire que des fonctions réelles de
�

dans
�

peuvent être reconstruites à partir d’une combinaison

linéaire de sinus et de cosinus dont l’expression des coefficients donne la transformée de Fourier de la fonc-

tion considérée. Dansnotremodèle, les fonctionsd’accord de la carte de contexte jouent lemême rôleque les

fonction sinus et cosinus de la transformée de Fourier. D’après les propriétés des approximateurs utilisant des

basesde fonctionsnon linéaires, il est faciledemontrer

� quecemodèlepeut utiliser d’autres typede fonctionsd’accord que les fonctionsgaussiennes,� que ce modèle permet de réaliser, par la combinaison «en cascade» de cartes d’états sensorielles ou

motrices monomodales, des transformationsnon linéaires indépendantes et en particulier deschangements

de référentiels.

Une propriété essentielle de ce principe d’approximation est le fait que le produit de deux bases de

fonctions est unebase de fonction (pour la démonstration, voir par exemple [194, Pouget et Sejnowsky, 1997]

). Pour illustrer ce fait, prenons l’exemple d’une fonction � de
� �

dans
�

approximée par l’expression (voir

(5.30))

�� � � � � 	 

� � 
�

� � �
� � 
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! "" # " (5.49)

La carte de contexte associée à cet approximateur est bidimensionnelle et comporte des fonctions d’ac-

cord gaussiennes. Les propriétés de la fonction exponentielle nous permettent de réécrire cette équation sous

la forme:

$% & ' ( ) * + , - ./
, - 0

1 - ./
1 - 0

2 , 3 4 5 � 6 � 6 7 ! "" # " 3 4 � � � � �  ! "" # " + , - ./
, - 0

1 - ./
1 - 0

2 , 8 1 3 9 : ; < = > 9 ? ; @ = (5.50)

Autrement dit, un approximateur utilisant une carte de contexte bidimensionnelle peut être obtenu par

lacombinaison, termeàterme, dedeux cartesd’étatsmonodimensionnelles indépendantesutilisant deux bases

de fonctions 9 : A B C D E A F G et 9 ? A H C D E A F G différentes. D’un point de vue pratique: le calcul des F I termes

exponentiels de l’équation (5.49) peut être limité au calcul des J F termes exponentiels de l’équation (5.50) ce

qui réduit de façon importante le temps de calcul de KL
. Ce résultat peut être étendu à des fonctions de dimen-

sion plus élevée, mais également à des bases de fonctions de types différents ce qui participe de la pertinence

biologiquedu modèle. Pour soutenir cetteaffirmation, nousnous inspireronsdu modèledes«gain fields» pro-

posé dans le cadrede l’étude du contrôledes mouvementsdes yeux [6, Andersen et al., 1985] . Cemodèle est
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issudel’observationd’unemodulation, par unsignal corréléàlapositiondesyeux, del’amplitudedelaréponse

desneuronesdu cortex pariétal postérieur àlaprésenced’un stimulusdansleur champ récepteur (champ rétino-

topique fixe). Chaque champ récepteur de ces neurones est accordé sur une position particulière de la rétine

pour laquelle la réponse de la cellule est maximale. Cemaximum varie quasi-linéairement avec la position de

l’oeil dans l’orbite. La réponse visuelle de chaque cellule de cette région du cortex peut être modélisée par le

produit d’unegaussienne(représentant lacourbed’accord du champ récepteur) et d’unesigmoïde(représentant

lacourbed’accord de ladécharge fonction de laposition de l’oeil). Si l’on se limiteà un modèle monodimen-

sionnel, la fréquence de décharge d’une cellule (désignée par � � � � ) dépend à la fois de la position du stimulus

sur la rétineet de laposition de l’oeil selon la relation (voir [194, Pouget et Sejnowsky, 1997] )

� � � � � � � � � � � � 	 
 � � 
 � 
 � �� � � � �
� � � � � � � � � � � ��

� � � � � � � � ! " # $ % & '( ) * + ,

où

- . + et * + représentent respectivement la position du stimulus lumineux sur la rétine et la position de l’oeil

dans l’orbite (exprimésen degrés),

- . + / et * + ( représentent respectivement le centre du champ récepteur rétinotopique (la zone de réponse

maximale) et leseuil de la fonction sigmoïde,

- 0 et 1 désignent la largeur du champ récepteur et lapentede lasigmoïde,

- 2 / 3 ( est l’amplitude de l’activité «de base» de la cellule 4 / 3 ( (c’est à dire pour un stimulus visuel hors du

champ récepteur et uneposition de l’oeil très inférieure au seuil),

- les indices 5 et 6 dans 7 89 : ; < = et 7 >? : @ < = désignent le type de fonction canonique (gaussienne ou

sigmoïde) à partir desquelles lesbases de fonctionssont construites.

Les propriétés individuelles de ces neurones donnent à leur population la capacité de générer des fonc-

tions linéaires ou non linéaires de la position de l’oeil dans l’orbite et de la position d’un stimulus lumineux

sur la rétine. Il leur est en particulier possible de coder les coordonnées du stimulus visuel dans un référentiel

craniotopique. Il suffit pour celad’adapter lescoefficients A 9 B ? tels que la fonction CD
donnée par

CD : ; < E @ < = F
9 G HI

9 G J
? G HI

? G J K 9 B ? F
9 G HI

9 G J
? G HI

? G J A 9 B ? L 7 89 : ; < = L 7 >? : @ < = (5.51)

approxime la fonction
D : ; < E @ < = F ; < M @ < . Si ce principe est ici appliqué à une transformation sta-

tique d’ informations sensorielles et motrices, il peut être étendu à l’approximation de fonctions dynamiques

commenous l’avons montré précédemment. La décomposition de la carte de contexte en une combinaison de
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� ����� � � � � 	 
 
 � � 
 � � � � � �

B1 B2 B3

� � � � � � � � � � ��� �  � ! " � #
$ % &�' & % & ( ) * +

B12 B13 B23 B123

Π Π Π Π

, - . / 0 1 2 / 3 2 -�2 4 5 / 6 7 - 8
9 : 4 5 6 7 : -;. / 5 +

< = > ? @ A

Figure15. Illustration de l’utilisation hypothétiquedecombinaisonsdebasesdefonctionspar lesystèmenerveux central
pour approximer destransformationssensorimotricesnon linéaires. LespopulationsdeneuronesB B , B C et B D réalisent un
codagepar population monomodal (àpartir dessignaux délivréspar unepopulation derécepteurssensorielsspécifiques).
LespopulationsB B C , B B D , B C D et B B C D effectuent un codagemultimodal: lesactivitésdesneuronesdecespopulationssont
obtenues par la multiplication terme à terme de toutes les activités des neurones des populations à codage monomodal
correspondantes. Les fonctions remplies par les neurones de chacune des populations à codage multimodal constituent
alorsellesaussi desbasesdefonctionsqui peuvent ainsi êtreutiliséespour laréalisationdetransformationssensorimotrices
non linéaires indépendantes. Par exemple, la population B C D peut être impliquée dans la génération d’une commande
motrice fonction desactivitésdespopulationsde récepteurssensorielsRC et RD .

codages indépendants à l’avantagedepermettre àunepopulation de neuronessensiblesà une variablesignifi-

ante particulière d’être impliquée dans le calcul de plusieurs transformations sensorimotrices indépendantes.

Cette approche peut ainsi conduire à la proposition d’un modèle global hypothétique de la façon dont le sys-

tème nerveux peut tirer partie de nombreuses populations de neurones ou de récepteurs sensoriels, présentant

descourbesdesensibilitédetypesdifférents, pour réaliser des transformations indépendantes(voir f igure15).

5.4.2 Amélioration du modèlepar utilisation d’unemultirésolution

Nous avons vu dans ce chapitre, que la carte de contexte réalise en fait un filtrage par convolution (en l’oc-

currence passe-bas, voir équation (5.32) par exemple) des coefficients de toutes les approximations linéaires

locales. Le choix du rayon des gaussiennes E , en partiearbitraire dans lessimulationsprésentées, conditionne

les fréquences de coupure de ce filtre et donc la qualité de l’approximation. La résolution de la carte de con-

texte (et donc le nombre de fonctions radiales utilisées) est liée au choix de leurs rayons: si l’on choisit un

rayon faible afin de permettre au réseau d’approximer les composantes fréquentielles élevées de la fonction à

approximer, alors la distance séparant les centres des gaussiennes doit être réduite. Le coût à payer est donc

finalement une augmentation du nombre de gaussiennes dans cette carte. Or, le défaut principal de cette ap-
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procheest l’explosion combinatoiredu nombredefonctionsavec l’augmentation du nombredevariablesprises

en comptedans la carte de contexte. Si l’on utilisepour chaquedimension le méme nombre � de fonctions de

base(commedans l’équation 5.51) alors, lenombretotal de fonctions(ou decombinaisonsdeces fonctions) à

considérer est � � (où
�

est ladimension de la carte de contexte).

Mais le pavage régulier de la carte de contexte par les fonctions gaussiennes est un choix arbitraire

non optimal. En effet, les composantes fréquentielles de la fonction à approximer peuvent varier selon les

régionsdelacartedecontexte. Onpeut donc penser limiter leproblèmedel’explosioncombinatoiredunombre

de gaussiennes en faisant varier la densité et le rayon des champs récepteurs en fonction des composantes

fréquentielles spatiales locales de la fonction a approximer [173, Mussa-Ivaldi, 1992] [174, Mussa-Ivaldi et

Giszter, 1992] . Ainsi, lorsquelafonctionàapproximer «variepeu»dansunerégiondelacartedecontexte, il est

possiblederéduireladensitédesgaussienneset d’augmenter leursrayons. A l’opposé, si cettefonctionprésente

localement de fortes variations, la taille des champs récepteurs doit être réduite et leur densité conjointement

augmentée. Maiscommecesf luctuationsdescomposantesspectralesde la fonction àapproximer sont apriori

inconnues, il est nécessairedefairevarier larésolution delacartedecontextelorsdel’apprentissage. Introduire

un tel processus, c’est considérer que les rayons � et lescentresdesgaussiennessont desparamètreseux aussi

sujetsàuneadaptation. Troisdynamiquessesuperposent alors:

� la dynamique du contrôle ou de la prédiction (évolution temporelle des variables d’entrée et de sortie du

filtre),

� ladynamique de l’apprentissagedescoefficients desgaussiennes (évolution temporelledescoefficients),

� la dynamique d’une résolution adaptative (évolution temporelle des centres et des rayons des champs

récepteursde lacarte).

Si l’on dispose d’une première loi d’apprentissage concernant l’adaptation des coefficients des gaussi-

ennes(équation 5.38), il est également nécessairedetrouver uneloi permettant defairevarier la résolution des

gaussiennesde façon pertinente.

Le parti pris qui nous semble le meilleur propose d’obtenir une estimation locale des composantes

fréquentielles de la fonction codée par le filtre à partir des coefficients des applications linéaires locales liées

aux gaussiennes [38, Cannon et Slotine, 1995] . En effet, supposons que la cartede contexte soit de type mul-

tirésolution et donc qu’elle comporte différentes populations de gaussiennes différant par leur rayon et leur

espacement. Dans ce type de représentation (de type gamme d’ondelettes) les gaussiennes dont le rayon est

important ont unedensité plus faibleque cellesdont le rayon est plus petit (voir schéma 16).

Lesauteurs [38, Cannon et Slotine, 1995] proposent un algorithmepermettant d’ajouter ou deretirer de

la carte des fonctions à base radiales à chaque pas de calcul. Cet algorithme gère une population de fonctions
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� �

� �

f(x)

x

Figure16. Approchemultirésolution: lacartedecontexte, ici monodimensionnelle, est échantillonnéepar troispopulations
de fonctions gaussiennes différant par leur densité et la largeur de leur rayon. L’estimation de la fonction à approximer
f(x) en un point x de l’axe horizontal est obtenuepar une somme des coefficients associés àchaque gaussienne pondérés
par l’activitédelagaussiennecorrespondanteen cepoint. Dans larégion a) delacartepédominent lesbassesfréquences.
On s’attend alors à ce que les coefficients des gaussiennes à large rayon soient plus important en valeur absolue que les
coefficientsdesgaussiennesàfaiblerayon. Danslarégion b) comportant plusdehautesfréquences, lerésultat est inverse.
On peut sebaser sur unecomparaison de l’amplitudedescoefficientsassociésaux gaussiennespour supprimer delacarte
decontexte lesgaussiennesdont lescoefficientssont localement faibles.
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à bases radiales (de type «chapeau mexicain») dans laquelle la probabilité de survie de chaque individu est

définiepar un indicede«fitness» correspondant àlanormedescoefficientsassociésàlafonction àbaseradiale

considérée. Avec lesnotationsutiliséesdansce travail, l’estimateur
� � � � � �� � � �

est défini par

�� � � � � �
	 
 � �
 � � ��

�� � � � � � �� � � � � � � ! �

où les ensembles " #$ et " %$ représentent deux populations de fonctions évoluant lors de l’apprentissage

avec

" %$ & ' ( ) * +, - . / 0 * 1 2 et 3
3 / +, - . / 0 4 1 5 6

7 89 : ; < = > ?@ A B C D > E F ou G
G C ?@ A B C D H E I 6

Le paramètre F joue le rôle de seuil sur la valeur de la fitness > ?@ A B C D > . Toutes les fonctions utilisées sont

issues d’une population générative
7 J9 contenant des fonctions à bases radiales qui diffèrent par la position de

leur centre et par la taille de leur champ récepteur. La population
7 89 représente les fonctions qui satisfont au

critère choisi. La population
7 K9 représente l’ensemble des fonctions ne satisfaisant pas au critère choisi et

qui peuvent donc être suppriméesde l’approximateur. A chaque itération, une fonction est retiréede
7 K9 si cet

ensemble n’est pas vide et une fonction tirée de
7 J9 est introduite à sa place selon une heuristique que nous ne

décrirons pas ici. Ce processus n’est pas à proprement parler supervisé et est assez proche, dans son principe

d’uneoptimisation par algorithmegénétique. Il faut cependant souligner lagranderigueur dont font montreles

auteursdansleur choix desparamètresdu modèleet leur constant souci dejustifier leur choix par unedémarche

analytiquepoussée.

5.4.3 Limitations de cette approche et pertinence biologique

Leprincipal inconvénient decetypedefiltreadaptatif est l’augmentation exponentielledu nombredeneurones

dans la carte de contexte avec la dimension de la fonction à approximer. Ce problème peut être résolu en

partie par l’utilisation d’un processus adaptatif permettant de faire varier localement la résolution de la carte

de contexte. Mais il est d’autre part diff icile de fixer a priori l’étendue du domaine de définition de la carte

de contexte. En effet, cette carte perd totalement son utilité si les neurones la composant sont sensibles à des

configurations sensorielles ou motrices peu fréquentes. La gestion de l’étenduede la sensibilité de cettecarte,

commela gestion desa résolution, doit se fairede façon adaptative25.

L M
Nous avons pour celautilisé une méthode très simple et efficace dans les simulations présentées. Le domaine de définition de la

carte de contexte évolue dans le temps avec les extrema des variables de contexte. Rien nemontre cependant quecette procédure ne
nuit pasà lastabilitédu systèmedans lecasgénéral.
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Malgré ces faiblesses, ce modèle est cependant très séduisant du point de vue de la neurobiologie pour

plusieurs raisons

� il autorise un apprentissage supervisé sans traitement complexe du signal d’erreur (une seule couche de

traitement).

� il fait appel àdes unités formelles fonctionnant sur un principe similaire au codage par population proposé

par lesneurophysiologistes.

� Plusieurs filtres adaptatifs de ce type peuvent travailler indépendamment en combinant les informations

fournies par plusieursensemblesd’unitésopérant descodagepar population monomodaux.

� Sous la forme «mémoire dynamique», ce modèle permet la génération de modèles internes autonomes de

processusdynamiques,

Si l’on imagine que le système nerveux central utilise ce principe, les différentes populations de récep-

teurs sensoriels sont une source de fonctions non linéaires dans laquelle il lui est possible de puiser afin de

générer, de façon éventuellement plastique, de multiples cartes de contexte. Cependant, une des caractéris-

tiques de cette architecture peut naturellement intriguer. Que penser d’un modèle nécessitant la réalisation du

produit de l’activité de deux unités neuronales? Un grand nombre de neurophysiologistes ont été séduit par

les modèles du type «perceptron multicouche» parce qu’ ils mobilisent des unités de calcul semilinéaires dont

les activités sont simplement additionnées. Ce succès est sans doute en partie dû au fait que les perceptrons

ne remettent pas en question le stéréotype du «neurone sommateur de ses entrées». Ce modèle canonique du

neurone est sans doute plus bousculé encore dans le chapitre suivant, qui propose un modèle de filtre adap-

tatif fonctionnant sur un principetout àfait différent. Nousreviendronscependant sur laplausibilitébiologique

de ce modèle (en particulier sur le problème de la multiplication desactivitésneuronales) et proposerons avec

prudence d’ identifier les structures neuronales susceptibles de fonctionner sur ce principe dans la conclusion

générale.
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6.1 Introduction

Commenous l’avonsvu dans lechapitreprécédent, desalgorithmesd’apprentissagesimplespeuvent êtreutil-

isés pour construire des modèles internes prédictifs ou bien pour apprendre la dynamique inverse de systèmes

non linéairescomplexes. Letypedefiltreadaptatif non-linéaire
�

leplusutilisé, lemodèledu perceptron mul-

ticouche, convertit une fonction complexe (d’ordre élevé) en fonction du premier ordre par rapport à la sortie

d’unecouche«cachée» constituant unereprésentation intermédiaire(représentation ’’ interne’’ ). Mais l’appren-

tissagedecettepremièreétapedu traitement de l’ information peut êtreproblématique, en particulier lorsquele

nombre de signaux d’entrée est important (lorsque l’ordre du problème posé est élevé). Dans ce paragraphe,

nousproposonsuneapprochedifférente, prenant directement encomptel’ordredu problèmeet évitant ainsi l’é-

tapeproblèmatiquedelaconstructiond’uneétapeintermédiairedetraitement del’ information. L’approchepro-

poséediffèreégalement decelleadoptéedansleparagrapheprécédent, car nousnecherchonspasici àlinéariser

localement une fonction non linéaire, maisutilisonsdesunitésdecalcul, lesmnémons, qui sont desopérateurs

non-linéairespar construction. Afindesoutenir notreargumentation, nousavonségalement comparélesperfor-

mancesdeschampsmnémoniquesàcellesdesperceptronsmulticouchespour quelquesproblèmesgénériques.

Cette comparaison est faite en termes de mémoire requise, de vitesse de calcul et d’apprentissage ainsi qu’en

terme de précision. La dernière partie de cette étude est consacrée à la résolution d’un problème intéressant

plus particulièrement lecontrôle de la dynamiquedes mouvements: le contrôle d’un modèle de brasarticulé à

deux degrés de liberté. Ce dernier exemple démontre la capacité des champs mnémoniques à approximer des

fonctions dynamiques non-linéaires d’ordre élevé. Il nous permettra également de discuter en conclusion la

plausibilité biologiquedecetteapprochenouvelle.
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6.2 Mnémonset champsmnémoniques

6.2.1 Lemnémon

Contrairement au neuronecanoniquedécrit par l’équation (5.26) et aux fonctionsàbasesradialesdécritesdans

lechapitreprécédent, un mnémonnepeut traiter quedessignaux binaires. Danssaformeoriginelle, lemnémon

n’est rien d’autre qu’une tabledemémoire, capabled’associer une réponseà unestimulation expriméesous la

forme d’un vecteur, dont les composantes ne peuvent prendre que la valeur 1 ou la valeur 0. Un mnémon

est entièrement décrit par la donnée de cette table et de son champ récepteur qui spécifie quels sont les bits

d’ information qui seront traités par ce mnémon parmi les informations disponibles. Plaçons nous d’emblée

dans le cadre de l’approximation d’une fonction booléenne
�

dont l’ensemble de départ est � � � � � � � � � à

valeurs dans � � � � � . L’ordre maximal de la fonction 	 est donné directement par la dimension 
 de l’espace de

départ. Unetabledemémoirecomprenant � � casescontenant chacuneun uniquebit d’ information peut décrire

totalement lafonction 	 . Un mnémon netraitequ’unepartiedel’espace � � desentréespossibleset son champ

récepteur est défini par la donnée d’un sous espace � 
 de dimension � de � � . Prenons par exemple le cas

particulier 
 � � et � � � . Lechamp récepteur du mnémon est lesousensemblede � � comportant lesvecteurs

dont les trois composantescorrespondent aux second, troisièmeet sixièmebitsdu vecteur � desentrèes:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! "  � "  # $ � � % & " % ! " % � $

Définition 1 : Lechamp récepteur d’un mnémon est un sousespace ' � de ( ) .

Lemnémon associeau vecteur � courant uneadresse(par exemple * + � , �  ! - . / 0  � - . & 0  # - . ! ), et

produit unesortie 1 � * $ choisiedansunetabledemémoirede taille8 bits. Si, par exemple 2 � � 3 " 4 " 3 " 3 " 4 " 4 $ ,
alors � � � 4 " 3 " 4 $ , * + � , � 5 et la sortie 1 correspondra au bit mémorisé dans la sixième case de la table du

mnémon.

Définition 2 : Un mnémon d’ordre 6 est suitede . � valeurs (binairesou réelles) ordonnées. L’entréedu
mnémon � est donnéepar l’état deson champ récepteur et sa sortie 1 est obtenue par unebijection (un
code) de ' � sur 1 � 7 $ , 7 8 � 4 " . � $ .

Ainsi, unmnémond’ordre 6 utiliseunemémoirede . � bits. Cettevaleur peut êtrecomparéeau 9 . - + 6 0 4 ,
bits nécessaires pour définir les poids et le seuil d’un neurone formel classique (en virgule f lottante, simple

précision) traitant aussi 6 signaux d’entrée. Uneunité mnémoniqueconsomme ainsi moins de mémoirequ’un

neurone formel tant que lenombred’entréesest inférieur ou égal à : .
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�

� � � � � � � 	 
 �

� 
 �� � �� � �� � �� � �� � �� � �
 ! "

#
$ % & ' ( )

* + , - .0/
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Figure 17. Description schématique du fonctionnement d’une unité mnémonique. Le mnémon est ici d’ordre 3 et est
porteur d’une mémoire de M N O P bits. La sortie est le contenu de l’adresse obtenue à partir des signaux appartenant au
champ récepteur de l’unité (limitéaux premier, troisièmeet septièmecapteurs).
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6.2.2 Leschampsmnémoniques

En général, la dimension de l’espace de départ est trop grande pour utiliser des mnémons dont le champ ré-

cepteur prend en compte toutes les entrées. Par exemple, identifier une fonction booléenne dont l’entrée est

donnéepar une image noir et blanc de16 pixels de coténécessite une table demémoire contenant plus debits

que de nombre de particules dans l’univers ! L’ordre des mnémons est donc limité par un phénomène d’ex-

plosion combinatoire. Mais on peut s’attendre à ce que dans la plupart des cas, il suffise d’utiliser une partie

seulement desentréespour obtenir unebonneapproximation de laréponsedésirée. Deplus, on peut améliorer

encore significativement cette approximation en utilisant simultanément plusieurs échantillons indépendants

des signaux d’entrée. Ceci peut être réalisé en utilisant simultanément plusieurs mnémons d’ordre limité dont

les champsrécepteurssont différents. Un tel ensembledemnémon définit un champ mnémonique :

Définition 3 : Un champ mnémoniqueest un ensemblede � mnémonsdont leschampsrécepteurssont
différents. La sortie

�
du champ mnémonique est une somme26 (éventuellement pondérée) des sorties� �

, � � � � � � 	 desmnémonsqui lecomposent:

� 
 � � �
 � � � � � � � � � � � 	 (6.52)

L’utilisation deplusieursmnémonsfonctionnant en parallèlepermet decontourner leproblèmedecapac-

ité mémoire issu de l’explosion combinatoire mais également de doter le champ mnémonique d’une capacité

degénéralisation.

6.2.3 Règlesd’apprentissage

D’après la définition 3, la sortie du champ mnémonique peut être directement reliée à la sortie de chacun

des mnémons. Par conséquent, dans le cadre d’un apprentissage supervisé, il n’y a aucune rétropropagation

de l’erreur à appliquer. Si l’on cherche à minimiser un critère quadratique de l’erreur (sur un ensemble de �
exemples) tel que

� 
 � � �
� � � � � � � �� � � � 
 � � �
� � � � � � �
 � � � � � � � � � �� � � � �� � � � 
 � � �
 � � �  ��
avec �� � réponse attendue du champ mnémonique, alors il est possible d’appliquer une règle d’appren-

tissage du type descente de gradient (  -rule):! "
La sortie du champ mnémonique peut éventuellement être obtenue à partir des sorties des mnémons par une fonction

différente d’une simple somme (processus du type «winner-take-all» ou encore par un vote ou une fonction seuillée de la
somme). Lesméthodesproposéesdans lasuitedecechapitrepeuvent facilement êtreadaptéesàd’autres typesde fonctionsde
«prisededécision».
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Figure 18. Illustration schématique de la définition d’un champ mnémonique. Un champ mnémonique est composé de
plusieurs mnémons (UM) d’ordre limité fonctionnant en parallèle. La sortie globale du champ mnémonique (CM) est
simplement lasommedessortiesde toutes lesunitésmnémoniques.
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� � � � � � � � � � � � � � 	 
 � � 
 � � � � �
(6.53)

où
�

est le numéro de l’ itération et
	

le pas du gradient. Mais d’autres algorithmes d’apprentissage,

supervisésou non peuvent être utilisésdemanière similaire.

L’efficacitéd’un mnémon dépend également du champ récepteur qui lui est associé. Il est ainsi important

que ce champ prenne en compte des signaux qui sont pertinents du point de vue de la sortie désirée. Dans le

cas contraire, le mnémon n’apprendra rien d’autre que la moyenne de la sortie désirée calculée sur tous les

exemples qui lui sont présentés. On peut penser utiliser également une procédure d’apprentissage permettant

d’adapter le champ récepteur de façon à ce qu’ il sélectionne les signaux intéressants parmis les informations

fournies. Malheureusement il est apriori impossibledesavoir comment modifier ceschampsrécepteursàpartir

de labased’exemple. Danscette étude, nousavonschoisi


 soit un tiragealéatoire deschampsrécepteurs desmnémons, laissés inchangésdurant toute lasimulation,


 soit une procédure d’optimisation non supervisée des champs fonction d’un score attribué à chaque

mnémon. Le score choisi est ici le nombre de réponses correctes du mnémon. Les mnémons qui ont les

plus faibles performances sont éliminés et remplacés par de nouvelles unités dont le champ récepteur est

tiréau hasard.

6.2.4 Approximation de fonctionscontinues: lesmnémonsstochastiques

Leschampsmnémoniques, telsqu’ ilsont étéprésentés jusqu’ ici, nepeuvent être utilisésquepour approximer

des fonctions définies de � � � � � �
dans � � � � �

(fonction booléenne) ou de � � � � � �
dans � . Comment utiliser un

champ mnémonique pour approximer une fonction de de � �
dans � ? La méthode la plus simple, en tout cas

du point devuede l’ implémentation, serait d’utiliser commeentrée lecodagebinairedesvariablesde l’espace

de départ. En particulier pour des raisons de plausibilité biologique, nous proposons un modèle de mnémon

stochastique, permettant l’approximation de fonctions � définies de � �
dans � . Les entrées d’un mnémon

stochastique � � , � � , ..., � � obéissent à une loi de probabilité fonction des variables continues dont � dépend.

Cesentréespeuvent être considéréescomme lasortiede � capteurs stochastiques indépendants.

Définition 4: un capteur stochastique est une variable aléatoire booléenne dont l’état � dépend d’une
variabledéterministe � selon la loi deprobabilitéconditionnellesuivante

� � � � �  ! " # $ ! % � �  ! " # &  
" # ' � �  ! % ( " # &  

" # &  
étant une fonction de ) dans [0..1].

Définition 5: un mnémon stochastique est un mnémon dont les * entrées sont les sorties de * capteurs
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stochastiques � � � � � , � � � � 	 
 � indépendants. La sortie d’un mnémon stochastiques est une probabilité,
c’est àdirelaprobabilitéconditionnellequelemnémon soit actif pour laconfiguration d’entréecourante
du champ récepteur.

Considérons le cas d’une fonction � 
 � � � � de � dans � . La stratégie proposée consiste à choisir 

capteur stochastiques, � mnémons dont l’entrée est la sortie des capteurs stochastiques, et à appliquer une

règle d’apprentissage du type de celle décrite par l’équation (6.53). Il est bien sûr inutile dans le cadre de ce

problème simple, de considérer que la sortie des mnémons est une probabilité. On utilisera plutôt des tables

de valeurs réelles correspondant directement aux valeurs estimées de � � � � fournies par les mnémons. Il est

cependant judicieux de déterminer le typedecapteur adapté à la résolution d’un problèmedonné.

6.3 Quelquespropr iétés attendues des champs mnémoniques

6.3.1 Une justification de l’ intérêt deschampsmnémoniques

Dans le cas général, on a bien évidemment toujours avantage à utiliser un seul mnémon d’ordre maximal.

L’ introductiondeschampsmnémoniquespermet detenter d’approximer unefonctionnonlinéaireavecplusieurs

mnémonsd’ordresraisonnables. Maisencorefaut-il montrer quel’augmentation du nombredemnémonsdans

un champ mnémonique permet d’accroître la qualité de l’approximation. Nous précisons dans les lignes qui

suivent, pour desmnémonsdéterministes, lesconditionspour lesquellesl’augmentationdunombredemnémons

permet d’améliorer la qualité de l’approximation. Ce développement permet également d’obtenir une règle

d’apprentissageutilisabledansun algorithme ou un champ mnémonique est construit de façon itérative.

Soit � une fonction de � � 	 � � � dans � , que l’on essaye d’approximer avec un champ mnémonique� � � � � � �
comportant � � � � � mnémons d’ordre 
 ( 
 � � ). Nous supposons disposer d’un ensemble � de� � exemples sur lesquels l’erreur quadratique d’approximation est calculée. La sortie du champ mnémonique

est simplement donnée par la somme des sorties de tous les mnémons. On peut définir l’erreur réalisée par le

champ mnémoniquecommeétant

� � � � 
 � � ! � "#� ! �
$ � � � � � % ! � � �#

% ! � � % � � � & ' 
 � � � � 
 � � ! � "# � ! � ( ) � � �� * '
où

+ � � désigne lenombre d’exemplesde labasede test,+ � � � � la valeur de la fonction � pour le � % ,� � �
exemple,+ � % � � � lavaleur en sortiedu - ,� � �

mnémon pour le � ,� � �
exemple.
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Si l’on rajoute un � � �� � �
mnémon au champ mnémonique, l’erreur réalisée par celui-ci sera

� � � �	 
 � � �

 � � � � � � � � � � �
 � � � � � � � � � � � �	 
 � � �

 � � � � � � �
 � � � � � � � �
(6.54)

Il nous faut donc préciser à quelle condition l’ introduction de ce nouveau mnémon permet de diminuer

l’erreur réalisée par le champ mnémonique, c’est à dire à quelle condition
� � � � � � � . Les mnémons d’or-

dre � ont une table de mémoire comportant
	 �

valeurs réelles. Pour chacun des mnémons, il est possible de

partitionner l’ensembledes exemplesprésentésen
	 �

sous ensemblesdéfiniscommesuit :

Définition 6: onnommera � �� ,  ! " � # 	 � $
, l’ensemble(éventuellement nul) desexemples«concernés

par l’adresse  du % �� � �
mnémon», c’est à dire l’ensemble des exemples dont la présentation aboutit à la

sélection du contenu & � �  �
de la  �� � �

casemémoirecommesortiedu % �� � �
mnémon.

Pour un mnémon particulier, les � �� ,  ! " � # 	 � $
forment une partition en sous-ensembles disjoints de

l’ensemble � des exemples, autrement dit ' % ! ( � # � ) # * + , -+ . , et / 0 1 2 3 4 5 6 7 4 / 8 9 : ; < = > ? avec 8 @A B
alors C D E F G H I J K . Ces sous-ensembles sont disjoints car, pour les mnémons déterministes, la présentation

d’un mêmeexemplenepeut aboutir à la sélection de casesmémoires différentes.

Définition 7: on nommera L MN «contribution de l’adresse O du P QR S R
mnémon à l’erreur» la quantité

définiepar L MN T UV W X YZ [ \ ] ^ _` a b c d e f g h .

b c d e f désigne comme dans (6.52) le contenu de la e c ij k j
case mémoire du l ij k j

mnémon. Il est bien

évident que l’on a

m ] n op q r h stu v w x yu z { | } ~ � z � � (6.55)

et que

� � � w � �� u v � stu v w t� � � �� � � � � w� � � z { | } ~ � z � � (6.56)

Cechangement denotationsnouspermet enparticulier d’écrirepour le � y �� � �
mnémonrajoutéà � � � � � w �

:� � �� � � � � � � t� � � �� � �   ¡ ¢£ ¤ ¥   ¦ § ¨ ©
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Pour tout � tel que � � � � � � �� 	 
� � , La valeur optimale 
� � � � 	 de la � � �� � �
case mémoire du contenu du� � �� � �

mnémon est cellequi donne � � �� � � � � � � � soit


� � � � 	 �
�� � � �� � �  !�

� � � � � � �� 	 (6.57)

qui est «la valeur moyenne de l’erreur réalisée par " # � �  ! �
sur l’ensemble des exemples concernés

par l’adresse � du � � �� � �
mnémon». Notons bien que l’équation (6.57) nous donne une règle d’apprentissage

optimale pour la construction d’un champ mnémonique par ajout itératif de mnémons supplémentaires. Quel

est alors legain obtenu sur l’erreur si l’on ajoutece � � �� � �
mnémon en obéissant à la règle (6.57) ?

On peut écrire

$� � � ��
% � �  !� & � � � � 	 ' ( � $� � � ��

) * � �  !� + ( & 
� � � � 	 ( , - .� � � � 	 * 
� � � � 	 & � �  !� + /
D’après (6.55),

0 � � 1-
� 2 ( 3$� 2 !

$� � � ��
* � �  !� + ( & 1-

� 2 ( 3$� 2 !
$� � � �� 
� � � � 	 ( ,

� 2 ( 3$� 2 ! 
� � � � 	 $� � � ��
* 
� � � � 	 & � �  !� +

et donc, puisqued’après (6.57) le dernier terme est nul et en utilisant l’expression (6.56)

0 � � 0 �  ! & 1-
� 2 ( 3$� 2 !

$� � � �� 
� � � � 	 ( (6.58)

On peut donc affirmer que l’application de la règle (6.57) pour initialiser le nouveau mnémon garantie0 � 4 0 �  ! . En remplaçant dans (6.58) le terme 
� � � � 	 par savaleur on obtient :

0 � & 0 �  ! � 1-
� 2 ( 3$� 2 !

� �� � � �� � �  !� 	 (� � � � � � �� 	 (6.59)

Ce dernier résultat nous permet d’écrire «qu’ il suffit que la moyenne des erreurs réalisées par le

champ " # � �  ! �
sur l’ensemble des exemple concernés par une seule adresse du nouveau mnémon ne

soit pasnullepour quel’on obtienneunediminution del’erreur quadratiquepar l’ajout decemnémon».
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6.3.2 Mnémonset probabilitésconditionnelles

D’un point de vue probabiliste, chaqueélément de la tabledemémoire d’un mnémon (mnémon booléen) peut

être vue comme la probabilité pour le mnémon d’être actif étant donnée la configuration courante des entrées

du champ récepteur. En effet, considérons l’évenement
� � � � �

définit par «le mnémon donne 1 en sortie» et

l’évenement
� � � � � �

comme étant «la configuration courante du champ récepteur est la � �	 
 	
configuration

parmis la liste ordonnée des � � configurations possibles». On peut associer à ces évenements les probabilités

suivantes :
 � � � � � �
: probabilité que la sortie du mnémon soit 1 sur un ensemble de tirage des configurations

d’entrées.
 � � � � � � �
: probabilité d’observer la � �	 
 	

configuration sur un ensemble de tirage des configurations

d’entrées.

Lesévenements
� � � � � �

sont desévènementsmutuellementsexclusifset l’on aégalement:

� � � � � ��� � � � � � � � � � � �
par conséquent,

� � � � � � � � �  � � � ! " # $ % & '($ % ) * + , + $ - . / , 0 1 $ % & '($ % ) * 2 3 , 4 5 " 2 + , + $ 5 - /
et donc, d’après la définition desprobabilités conditionnelles,

0 1 $ % & '($ % ) * 2 3 , 4 5 " 2 + , + $ 5 - / , $ % & '6
$ % ) 0 7 2 3 , 4 5 8 9 : ; : < = > ? @ A B C B D E C D F G HI

D F J
K L M A B D E N ? @ A B C B D E (6.60)

(voir équation 6.52).

6.3.3 Champsmnémoniquesstochastiqueset neuronesSigma-Pi généralisés

Considéronsunmnémon stochastiquedont l’entréeest donnéepar O capteursstochastiquesdeloi deprobabilité

@ P A Q E , R S L T U O N ( Q étant une variable à valeurs dans V ). D’après l’équation 6.60, la probabilité que la sortie

du mnémon soit 1 pour unevaleur particulièredex est donnéepar

@ A K C T E C D F G HI
D F J

K L M A B D E N ? @ A B C B D E
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Or, puisque lescapteurssont indépendants,

� � � � � � � � � � �	

 � � 
 � � 
 � � 
 �

et donc


 � � � � � � �
� � ��

�
� � � � � � � �

� � �

 � �	

 � � 
 � � 
 � � 
 � (6.61)

Il n’existepasdedéveloppement simplifiédelarelation (6.61) danslecasgénéral.. Cependant, ellemon-

tre qu’un mnémon stochastique effectue une combinaison non linéaire des sorties des capteurs stochastiques.

Prenons l’exempled’un mnémon d’ordre3, associé à troiscapteurs � � , � � et � � .


 � � � � �  � � � �  � � � � � � 
 � � ! � � 
 � � ! � � 
 � � ! �

 � � � � �  � � � "  � � � " � � 
 � � ! � � � � # 
 � � ! � � � � � # 
 � � ! � �

� $ % & & &

Par conséquent, la procédure de mémorisation réalisée par le mnémon est, exprimée en termes proba-

bilistes, l’équivalent de l’opération réalisée par une unité sigma- ' généralisée acceptant comme entrée les


 
 � ! � , ( ) � �  * � . En effet, ladéfinition d’une telleunité sigma- ' serait lasuivante:

� � ! � � �
� + , � - , . . . � � / 0 1 ,

� 2 3 � + , � - , � 4 . . . � � �

 � �	


 � � 

5

� 6 7
 8 9

où les 3 � + , � - , � 4 . . . � � et 9 sont desconstantesréelles(poidset seuil duréseau). Mais, dupoint devuepratique,

les mnémons stochastiques ont le très grand avantage de remplacer le calcul de ces multiples produits, très

coûteux en temps de calcul, par unesimpleopération demémorisation.

On peut donner cependant une expression plus simple de (6.61) dans le cas d’un mnémon stochastique

dont lesentréessont donnéespar * capteursstochastiquesindentiques. Danscecas, lesconfigurationsd’entrées

comportant lemêmenombredebitsactifsont lamêmeprobabilitéd’êtreobservées. Laprobabilitéd’observer

une configuration comportant : bits actifs sur * est ; �� 
 � 

5 � <

� 7 (distribution binomiale). Par conséquent, la

probabilité pour un tel mnémon d’êtreactif peut être représentée par la relation suivante
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� � � � � � �
� � �	
� � 
 � � � �� � � � 
 � � � �

où les � � sont desconstantesréelles. Danscecasparticulier, lemnémon rempli lamêmefonction qu’une

unité sigma- � limitée réalisant une approximation polynomiale (d’ordre � ) de la fonction ��
. Notonscepen-

dant que ce type de mnémon n’est pas avantageux en termes de capacité mémoire. En effet, l’ information y

est stockéedefaçon redondante: toutes lesconfigurationsd’entréecomportant � bitsactifsadressent deszones

mémoires différentes maiscomportant exactement lamême information. Autrement dit, la solution consistant

àutiliser descapteursstochastiques identiquesest unemauvaisesolution car elleconduit àune inutiledépense

demémoire, à unediminution de la résolution de l’approximation effectuéeet de l’ordre réel desmnémons.

En effet, soit un mnémon stochastique recevant � entrées, chacune mesurée par � détecteurs stochas-

tiques identiques. L’ordre de ce mnémon sera donc � � � � . Cependant, le nombre de zones mémoires dont le

contenu est réellement différent est seulement � � � � � � . Par conséquent, on peut définir un ordre équivalent
 ! " pour un tel mnémon dont la définition est donnéepar la formulesuivante:

# $ % & ' ( ) * + , -

ou encore

. / 0 ' 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ;

Cette dernière expression montre que l’ordre équivalent augmente linéairement avec le nombre de di-

mensions, maisqu’ il croît malheureusement seulement defaçon logarithmiqueavec l’ordreeffectif. Augmenter

l’ordredu mnémon pour compenser ladépenseinutiledemémoiren’est donc pasunebonnesolution, sauf pour

desmnémonsd’ordre faiblepour lesquels ladifférenceen ordreet ordreéquivalent n’est pasénorme. Une so-

lution simplemaispeu biologiquement pertinenteconsisteàutiliser au lieu du mnémon un opérateur sélection-

nant unezonemémoireen fonction du nombredebitsà1 dans l’ensembledessignaux fournispar lescapteurs

stochastiques. Mais il faut souligner quecerésultat décevant nevaut quepour desmnémonspossédant des ré-

cepteurs strictements identiques et plaide en faveur de l’ introduction de diversité dans les caractéristiques des

récepteursstochastiques. Notonsqueladiversitédesréponsesest unecaractéristiquedesrécepteurssensoriels,

qui nesont jamais identiques, mêmepour unepopulation de récepteursdu mêmetypecellulaire.

6.4 Comparaison avec les perceptrons multicouches

128



Paragraphe6.4 Comparaison avec les perceptronsmulticouches

6.4.1 Pr incipalesdifférences théor iquesentreneurones formelset mnémons

Sur le plan théorique, plusieurs différences fondamentales existe entre un neurone formel du type de celui

décrit par l’équation (5.26) et un mnémon. En ce qui concerne l’approximation de fonction booléennes, le

neurone formel canonique réalise une séparation de l’hypercube
� � � � � �

(représentant l’ensemble des configu-

rations d’entrées possibles) selon un hyperplan défini par les poids des connections. Il associe à chacun des

demi espacesainsi séparéslaréponse0 ou laréponse1. Par conséquent, leneuroneformel n’est capabaled’ap-

proximer qu’une toute petite partie des fonctions booléennes de
� � � � � �

sur
� � � � �

. Le pourcentage de fonctions

qu’un neuroneformel peut réaliser exactement est en fait égal au nombredeconfigurationsdanslecube
� � � � � �

séparables par un hyperplan rapporté au nombre de fonctions possible ( � � � !). Le mnémon est lui capable de

réaliser exactement n’ importe laquelledeces fonctions.

6.4.2 Application à l’apprentissagede fonctionsbooléennes

Un seul mnémon d’ordre 	 peut coder toute fonction booléenne de 	 entrées avec une mémoire de taille � 

bits. Les réseaux de neurones conventionnels sont également capables d’apprendre des fonctions booléennes

dont les propriétés sont stockées dans les synapses. Un premier élément de comparaison entre mnémons et

perceptronsmulti-couchesconsisteen l’estimation delamémoireminimum nécessaireàun réseau deneurones

pour implémenter parfaitement une fonction booléenne d’un ordre donné. D’après ce critère de mémoire, les

perceptrons multicouches peuvent faire preuve de leur efficacité si la taille mémoire nécessaire est inférieure

ou égaleà � 
 bits (moinsd’un bit par exemple).

Pour tester cette efficacité, nous avons appliqué un algorithme de rétropropagation standard [257, Vogl

et al., 1988] à des perceptrons multi-couches comportant une seule couche cachée de taille variable. Les

performances des réseaux de neurones ont été testées sur 50 fonctions booléennes d’ordre 	 � � à 	 � � �
choisies au hasard. Conformément à la méthode choisie, les poids du réseau ne sont modifiés qu’après une

présentation complète de tous les exemples. L’arrêt de la simulation a lieu soit si le réseau obtient 100 % de

réponsescorrectesou bien si l’on atteint lenombremaximal deprésentation detouslesexemples(5000). Nous

avons ensuite tracé le pourcentage de réponses correctes en fonction du nombre de bits stockés dans les poids

du réseau divisépar lenombred’exemples.

Les résultats (figure 19) montrent que des performances parfaites sont obtenues uniquement avec plus

de20 bitspar exemple. Si l’on considèreuniquement cecritèredemémoire, lesréseaux deneuronessont donc

beaucoup moinsefficacesqu’unesimple table devérité.
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Nombre de bits par exemple
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Figure19. Apprentissaged’une fonction booléennepar un perceptron multicouche (voir texte)
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6.4.3 Détection dessymétr iesdansune image

La détection des symétries chez l’Homme est très rapide et fiable, en particulier pour les symétries par rap-

port aux axes cardinaux (axes horizontal et vertical). Cette tâche a également été citée comme un exemple

d’opération relativement complexe qu’un réseau de neurones peut accomplir [219, Sejnowski et al., 1986] .

Danscettecourteétudenousavonscomparé lescapacitésd’apprentissageet degénéralisation desperceptrons

multi-coucheet deschampsmnémoniquesàclasser desimagesnoir et blanc (issuesd’unebased’exemples) en

images symétriques ou non-symétriques. Nous avons utilisé une procédure d’apprentissage supervisé. La dé-

tection d’ imagessymétriquespar rapport àun axeparticulier est un problèmed’ordre2 qui peut êtrethéorique-

ment résolu sanserreur par un perceptron comportant simplement 2 neuronescachésentièrementsconnectésà

la matrice image d’entrée. En pratique, nous avons cependant observé une erreur résiduelle significative ( � 5

%) qui a été obtenue sur une base de test même pour des tailles d’ image réduites (6 par 6 pixels) et pour une

based’apprentissagerelativement importante (1024 échantillons).

L’utilisation de champs mnémoniques est particulièrement adaptée à cette tâche. Prenons un simple

mnémon possédant un champ récepteur de deux pixels placés de façon symétrique dans l’ image. Une seule

unité de ce type donnera une réponse correcte pour toutes les images symétriques et pour 50 % des images

non symétriques. Un champ mnémonique utilisant une seule de ces unités présente des performances assez

pauvres: 75 % deréponses correctes si il y aautant d’ imagessymétriquesque d’ imagesnon symétriquesdans

la base de test. Mais si 10 unités comportant des champs récepteurs différents fonctionnent en parallèle, alors

laprobabilitéqu’une imagenon symétrique active toutes lesunitésdevient très faible (0.1 %).

Pour illustrer cette idée, nous avons réalisé une simulation utilisant un champ mnémonique comportant

30 mnémons d’ordre 4 utilisant une mémoire de seulement 60 octets. Ce champ mnémonique est capable de

généraliser un axedesymétriesur des images de 16 par 16 pixelsavec un taux d’erreur de0,16 % (sur labase

de test), avec unebased’apprentissagecomportant seulement 256 exemples. La figure(20) résumeégalement

plusieurssimulationsdestinéesàcomparer lesperformancesdecechampsmnémoniqueàcellesd’un réseau de

neurone pour des tailles différentes de la base d’apprentissage. Les performances obtenues sont clairement en

faveur du champ mnémonique qui utilise bien moins de mémoire que le perceptron à une couche cachée (296

octetscontre60 pour lechamp mnémonique).

6.5 Problèmes d’ordreplus élevé: application au contrôlesensor imoteur

Parmis les différents types d’approximateurs utilisés avec succès pour le contrôle adaptatif de systèmes dy-

namiques présentant des non-linéarités importantes, certains utilisent, comme les champs mnémoniques, des

tables de mémoires [4, Albus, 1975] [10, Atkeson et Reinskenmeyer, 1988] . Dans ces études, l’explosion
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Figure 20. Comparaison des performances d’un perceptron multicouche et d’un mnemon dans une tâche de détection de
symétrie
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combinatoire est limitée soit par l’utilisation d’une méthode de compression de la mémoire utilisée [4, Albus,

1975] , ou par l’utilisation d’unestratégied’utilisation du «plusprochevoisin» [10, Atkeson et Reinkensmeyer,

1988] . Cependant, de tels méthodes ne peuvent que diff icilement être utilisées pour approximer des transfor-

mationsimpliquant unegrandnombredevariables. Or unefonctiondécrivant ladynamique(inverseoudirecte)

d’un systèmemultidimensionnel possèdejustement cettecaractéristique. Afin demontrer queleschampsmné-

moniques peuvent être appliqués avec succès au contrôle de tels systèmes, nous proposons de les utiliser pour

contrôler la trajectoire d’un modèle de bras articulé à deux degrés de liberté. Nous avons également comparé

les performances obtenues par les champs mnémoniques à celles d’un réseau de neurones formels accomplis-

sant lamêmetâche. Cettecomparaisonaétéfaiteen termesdevitessed’apprentissage, pour unemêmequantité

demémoire utiliséepar lesdeux modèles.

6.5.1 Modèle robotiqueet schéma decontrôleadaptatif choisis

Cette application des champs mnémoniques au contrôle d’un bras articulé à deux degrés de liberté s’ inspire

d’un travail de Gomi et Kawato [87, Gomi et Kawato, 1993] , proposant une application de leur schéma de

contrôle adaptatif intitulé «feedback error learning» à un contrôleur adaptatif fonctionnant en boucle fermé.

Nous avons donc choisi d’utiliser un schéma de contrôle identique ainsi que le même modèle de bras que les

auteurs.

Latrajectoiredésiréeest un cerclede10 cm dediamètrequi doit êtretracéeà lavitessede12.56 radians

par seconde (2 Hz) par un bras articulédont la dynamiqueest décritepar leséquations suivantes:

� � � � � � � � � � � 	 � 
 � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � �  � !  " � #  $ % & �  ' � ��  
( !  " � #  ) * �� � � ��  + ��  & , - . / 0 1 2 3. 2

(6.62)

4 / 5 6 7 / 0 8 9 / : 2 ; / < = > . / ? 3 3. 2 0 7 / 3 3. / 0 9 / : 2 ; / @ 3. 2 A / > B - . / 0 1 / 3. /
(6.63)

où C 2
et C /

représentent les couples appliqués à chacune des articulations, et
. 2

et
. /

sont les angles

articulaires. Lesvaleursdesparamètresutilisés, choisisaussi prochesquepossiblede labiomécaniquedu bras

humain par les auteurs [253, Uno et al., 1989] , sont les suivantes:
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Paramètre Articulation 1 Ar ticulation 2� �
( � � ) : masse 0,9 1,1� �

( � ) : longueur 0,25 0,35� �
( � ) : distanceau centredemasse 0,11 0,15� �

( � � � � 	 ) : inertie 0,065 0,100
 �
( � � � � 	 � � ) : coefficient deviscosité 0,08 0,08

L’ intégrationdumodèlenumériqueest réaliséeavec l’algorithmedeRunge-Kutta(ordre4) pour unpasde

simulation de0.001 s(25 secondesdesimulationssoit 25000 pas). Leschémadecontrôleutilisedeux boucles

de rétroactions fonctionnant en parallèle [87, Gomi et Kawato, 1993] . La première est un servo-contrôleur

classique utilisant l’erreur depoursuiteet sesdérivéessecondes et premières:


 � � � 	 � � � �� � � �� � � � � � � �� � �� � � � � � � � � � �
avec

� � � � � � � 	 � � et � � � �  ! ! �  ! ! � , � � � � " # " $ , % & ' ( ) * + # ) * + $ . La seconde boucle comporte un

moduleadaptatif acceptant en entrée la trajectoireangulaire et ses dérivéessecondes et premières:

, - ' . / 0 # 10 # 1 10 # 2 3
où le vecteur 2 représente l’ensemble des paramètres soumis àapprentissagedu filtre . . Dans le cadre

de cette étude, ces paramètres sont les poids synaptiques et seuils du réseau de neurones formels ou bien les

contenus (à valeur réelle) des casesmémoiresdes mnémonsdu champ mnémonique. Le filtre . accepte donc

6 entréeset fournit en sortiedeux couplesarticulaires , 4 ' ( , 4 5 6 # , 4 5 & $ 7 . Cesparamètressont adaptésau cours

de l’apprentissage suivant la règle («feedback error learning»)

8 28 9 ' : ; < .< 2 = 7 , 4 (6.64)

6.5.2 Descr iption du réseau deneuroneset du champ mnémoniqueutilisés

Lechamp mnémoniquecomporteseulement deux mnémonsd’ordresix (5120 bitsdemémoire). Chaquevari-

abled’entréeest codéesousformebinairepar cinqcapteursstochastiquesidentiquespossédant tousuneréponse

stochastique linéaire:

> ? @ A ' @ B C D E F G F H I J H IC K L M N M O P Q O P R S T U M N M O P Q O P (6.65)

pour une variable d’entrée donnée N . Cette sensibilité des capteurs évolue temporellement car nous
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avons choisi de rendre le système entièrement auto-adaptatif: la valeur maximale et minimale d’une entrée

est réactualisée à chaque itération lors de la stimulation. Cette opération est en quelque sorte une procédure

d’autocalibration continue. La vitesse d’apprentissage pour le mnémon est paramétrée par le coefficient � de

l’équation (6.64). Les sorties des mnémons (le contenu des tables de mémoire) sont des valeurs f lottantes en

doubleprécision. Leréseau deneuronesutiliséest un perceptron àunecouchecachéecomportant 18 neurones

(5248 bits de mémoire). Le réseau de neurone n’utilise pas le système d’autocalibration (6.65). Les poids du

réseau sont réactualisés àchaque itération d’après la loi d’apprentissage(6.64) [257, Vogl et al., 1988] .

6.5.3 Résultats

Un aperçu des trajectoires obtenuesavant et après apprentissagepour lesdeux modèlesest donnésur la figure

(21). Lesperformancesdesdeux méthodesont étécomparéesàlafoisen cequi concernelaqualitédu suivi de

la trajectoire (mesurée par la racine carrée de l’erreur quadratique ou «erreur R.M.S», mais aussi en terme de

vitesse réelle d’apprentissage. Après apprentissage (25000 itérations), l’erreur R.M.S. obtenue avec le champ

mnémonique est tout à fait comparable à celle obtenue avec le réseau de neurone (environ 0.015). Mais la

vitesse réelle d’apprentissage est beaucoup plus importante pour le champ mnémonique. Ceci se comprend

aisément car il n’effectuequasiment qu’un seul typed’opération, en l’occurenceparticulièrement rapidesur un

ordinateur: l’adressage mémoire. Sur la figure (22), le temps réel de simulation est environ 6 fois plus faible

pour lesystèmeutilisant unchampmnémonique. Enréalité, cerapport desvitessed’apprentissageest beaucoup

plus important, car les 500 s de simulation consommées par le système intégrant un champ mnémonique sont

en grande partie due aux opérations nécessaires à l’ intégration des équations (6.62) et (6.63). On observe

également des différences qualitatives importantes dans le comportement des deux systèmes. La courbe de

décroissance de l’erreur réalisée par le champ mnémonique est beaucoup plus «douce». Le réseau de neurone

semble en particulier être resté bloqué quelques temps dans un minimum locale (de
� � � � �

s à
� � � � � �

s). La trajectoire finaleproduitepar lechamp mnémonique, au comportement stochastiquepar nature, est plus

f luctuante.
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Figure21. Comparaisondelaqualitéducontrôled’unbrasarticuléàdeux degrédelibertéet delaqualitédel’apprentissage
pour un perceptron multicoucheet pour un contrôleur utilisant deschampsmnémoniques. Lemouvement àréaliser est un
cercle traçé à2 Hz (deux tours par seconde). A) et C) Mouvement initial et final (après apprentissage) réalisé par le bras
contrôlépar un perceptron multicouche. B) et D) Résultatsobtenuspour lebrascontrôlépar deschampsmnémoniques.
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Figure 22. Comparaison de la qualité (A) et de la vitesse de l’apprentissage (temps réel, B) pour le contrôleur utilisant
soit un perceptron multicouche soit des champs mnémoniques. La figure (A) représente l’évolution de l’erreur RMS
entre trajectoire désirée et obtenue en fonction du temps de simulation. Les performances du MLP sont représentées par
des carrés vides alors que des cercles pleins figurent celles des champs mnémoniques. La figure (B) reprend les mêmes
mesureset mêmesnotationsmaisen fonction du tempsréel de lasimulation. Ainsi, leperceptron, pour desperformances
comparablesàcelledeschampsmnémoniques, accomplit la tâcheen un tempssix foisplus long.
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6.6 Discussion du modèle

Comme le modèle présenté dans le chapitre précédent, auquel il ne prétend nullement s’opposer, le champ

mnémonique utilise des unités de calcul fonctionnant en parallèle possédant des caractéristiques non linéaires

marquées. En fait, l’on pourrait dire que l’on ne peut pas imaginer d’unité «moins linéaire» que le mnémon.

Qu’ il soit considérésoussa forme«tabledemémoire» ou soussaforme«unitésigma-Pi généralisée», lemné-

mon n’est rien d’autre qu’une transcription des lois de réponse d’un élément de calcul à l’état courant de ses

afférences. Ce sont justement ces caractéristiques non linéaires marquées qui permettent de supprimer toute

couche intermédiaire, ou «représentation interne» decetyped’architecture. Lasuppression desunitéscachées

permet ainsi, et commedans lemodèleprécédent, d’utiliser des loisd’apprentissagesuperviséesou non super-

visées simples ne nécessitant pas de rétropropagation complexe d’ information dans les différentes couches de

calcul (comme c’est le cas avec les perceptrons multicouches). Ce chapitre nous a permis de montrer que les

performances obtenues avec les champs mnémoniques, aussi bien du point de vue de la quantité de mémoire

utiliséequedu point devuedelaprécision du résultat obtenu n’avait rien àenvier àcellesdesperceptronsmul-

ticouches. Soulignons de plus que ces performances ont été obtenues avec une dégradation de l’ information

donnéeen entréeaux mnémons. Dans ledernier exemple, lesmnémonsd’ordresix n’ont accés qu’àune toute

petite partie de l’ information contenue dans la valeur des variables d’entrée27. Mais, d’un point de vue pra-

tique, les mnémons ont l’avantage de n’être on ne peut plus adaptés à une implémentation sur ordinateur: ils

nemobilisent principalement qu’un seul typed’opération: l’adressagemémoire. Or cetteopération est réalisée

très rapidement en seulement quelques cycles d’horloge par tous les ordinateurs. C’est pourquoi ils ne peu-

vent quebattre«àplatecouture» lesperceptronsmulticouchesen termedevitesseréelledecalcul. En effet, ce

typed’architecture fait largement appel au calcul en virgule f lottante (ou fixe) et en particulier à lamultiplica-

tion, très coûteuse en temps de calcul. Il est cependant évident que l’utilisation des mnémons devient délicate

lorsque l’ordre de la fonction à approximer devient très élevé ou lorsque le nombre d’entrées augmente in-

considérément. La capacité mémoire des ordinateurs actuels peut alors être rapidement dépassée28. Mais ce

problèmeexisteégalement pour lesperceptronsmulticouches. Leschampsmnémoniquessont d’autrepart bien

plussimplesàmettreen oeuvreque lesperceptrons multicouches.

Il reste que certains points théoriques doivent être encore développés. Le premier problème, exposé

également dans la discussion sur une adaptation multirésolution du précédent modèle, est la définition d’une

procédured’optimisationdeschampsrécepteursdesmnémonsfonctionnant enmêmetempsquel’apprentissage

proprement dit. Danslaplupart desétudesprésentéesici, ceux-ci sont tirésau hasardet laissésinchangésdurant

� �
Les mnémons ont accès à6 bits d’ information au total sur les 6 variables d’entrées considérées. Avec un calcul f lottant en simple

précision,
� � � � � � � 	

bits sont utilisables par le perceptron multicouche.
 �
Ceproblèmepeut êtrerencontrédanslecadred’applicationstellesquelareconnaissanced’ images(devisages) ou lareconnaissance

de la parole. Dans ce dernier exemple, si l’on applique aucune procédure de prétraitement du signal échantillonné (à 11 Khz par
exemple), lechamp mnémoniquedoit prendreen compte � � 
 
 
 � � � � � � � � � � bitsen entréepar secondedesignal !
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toutes lasimulation. Laseuleprocédured’optimisation quenouspouvonsproposer est unesubstitution par un

retirage du champ récepteur des mnémons dont la valeur de sortie change continuellement de signe (pour les

mnemons booleens) ou des mnémons ne participant que très peu à la sortie du champ mnémonique (pour les

mnémons à valeur réelle, amplitude moyenne de sortie faible par rapport aux autres mnémons du champ).

Cette procédure est d’ailleurs très proche de la solution proposée par [38, Cannon et Slotine, 1995] pour les

«réseaux d’ondelettes». Le second problème que peuvent poser les champs mnémoniques, en particulier pour

des applications de contrôle ou de traitement des signaux, est la discontinuité et l’aspect bruité du signal de

sortie. En effet, mêmesi lavaleur moyennedu signal produit par un champ mnémoniquepeut être trèsproche

delavaleur désirée, cesignal est caractérisépar desf luctuations importantes. Ceproblèmepeut êtrerésolu par

un filtrage raisonnable des hautes fréquences réalisé soit par un filtre passe-bas adapté ou directement par le

système mécanique commandé par le champ mnémonique29 si celui-ci ne présente pas d’ instabilités pour les

hautes fréquences.

Enfin, lesmnémonsstochastiquesont étéintroduitsdansun souci desoutenir lapertinencebiologiquedu

modèle. Nousavonscependant montréquecetteapprochen’était pasoptimaledu point devuedelaquantitéde

mémoire mobilisée. Ce modèle est de plus très primaire car les neurones biologiques sont loin d’être stochas-

tiques et montrent dans certains cas une très haute stabilité temporelle de la réponse a un stimulus périodique

[13, Bair et Koch, 1996] [218, Segundo et al., 1995] . Ce qui fait en tout cas, du point de vue neurophysi-

ologique, laforcedecemodèle, c’est làencoresacapacitéàutiliser desrèglesd’apprentissagelocaleset le fait

qu’ il mobilise desunités fonctionnant en tout ou rien. Mais bien évidemment, il est nécessaire , pour admettre

quecetyped’architecturesoit un hypothèseplausibledu fonctionnement decertainesstructuresneuronales, de

remettre làencoreen cause ledogmedu neuronesemilinéaire«sommateur desesentrées».

� �

C’est lecasdans ladernièreapplication présentéedanscechapitre.
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