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Annexe A Approximation d’une fonction non linéaire par une population de fonctions linéaires locales

Annexe A
Approximation d’une fonction non linéaire par une
population de fonctions linéaires locales

Cette annexe est un résumé synthétique du principe d’approximation par population de fonctions linéaires lo-

cales. Lamotivationdecetteméthodeest l’approximationd’unefonction multidimensionnellenon linéaire � �
� � � �

de � � vers � 	 ( 
 � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � constituant le vecteur des entrées de � et � � � � �  � !  � "  # # #  � $ �
le vecteur des sorties de � ) par un filtre adaptatif % fournissant une approximation &' ( ) *

de cette fonction. Il

est possiblederéaliser uneapproximation de
'

àl’aidede + fonctionsàbasesradialeséchantillonnant l’espace

desentréesde , . Danscecas, l’approximation est donnéepar la relation

-, . / 0 1 2 . / 3 4 5 6 4 7 8 9 : ; (A.1)

où < et 8 9 : ; représentent respectivement lamatriceà = ligneset > colonnesdesparamètres(ou«poids»)

de ? et @ A B C levecteur à > lignesdesvaleursdes fonctionsàbaseradiale lorsque l’entréeest égaleà B ( @ A B C D
E @ F A B C G @ H A B C G @ I A B C G J J J G @ K L M N O ). Chacune des fonctions à base radiale est de même dimension que l’espace de

départ de P L M N . Lepavagedecetteespacepeut poser problèmelorsque ladimension du vecteur desentréesest

élevée. Remarquons cependant que la fonction P L M N peut être linéaire ou approximativement linéaire pour un

sous-ensemble des variables considérées. Par exemple, le système monodimensionnel dont le comportement

est décrit par l’équation

QR S T UV W XY W Z [ \ ] ^

possèdeunedynamique linéairepar rapport aux variables _ ` a b et c d a b , et non linéairepar rapport a ef d a b .
Nousproposonsd’utiliser uneformed’approximateur pour lequel levecteur g desvariablesd’entréeest séparé

en deux sousensembles:

h le sous ensemble i j k i l m i n m i o m p p p m i q r des variables inf luençant linéairement (ou quasi linéairement) la

sortiede la fonction s ,

t le sous ensemble u v w u x y u z y u { y | | | y u } ~ des variables qui ont une inf luence fortement non linéaire sur la

sortiede la fonction � , variablesdites«variablesdecontexte».

Cette représentation alternative de � utilise une population d’approximations linéaires locales de cette

fonction. Danscecadre, l’approximateur � peut s’écrire
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�� � � � � � � � � � � 	 � 	 
 � � 
 � � � � � � � � � � � � � � �
(A.2)

où
�

est levecteur àvaleursréellesdedimension � desvariables de contexte du filtre � et � et �  les

paramètresdumodèle. L’équation (A.2) exprimedonc unedépendancedescoefficientsdel’application linéaire

par rapport àdesvariablespertinentesquesont lesvariablesdecontexte. Lescoefficients ! et " de l’équation

(A.2) sont respectivement un «tenseur» et un vecteur dont les termes # $ % & et ' ( sont

) * + , - . / 0 . 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J
et K L M N O PQ R S T U V W X

soit plus explicitement :YZZZZ
[

\ ]^ ^ ^^ ^ ^^ ^ ^\ _
` aaaa
b c d e f g h g i g i j k c

lmmmm
n

o p q r q s t e f k u u u u u u o p q r v s t e f ku u u u u u u u u u u uu u u o pw r x s t e f k u u u u u uu u u u u u u u u u u u uo py r q u t e f k u u u u u u o py r v u t e f k

z {{{{
b s lmm

n h q
h |u u uh v

z {{
b }

lmmmm
n

~ o j q � p s t e f ku u uu u uu u u~ o jy � p s t e f k

z {{{{
b

Lesparamètresdu filtressont donc rassemblésdansunepopulation de � e � } � k vecteursdedimension�
(le nombre total de paramètres est donc

� � e � } � k ). Un changement de notation nous permet de proposer

uneautreécriture de la relation (A.2), plus prochede l’expression (A.1). On peut en effet écrire

�� e h k c d e h g � � � � � � � � � � � � � (A.3)

où encore�����
�

� �� � �� � �� � �� �
� ����
� �

�����
�

� � � � � � � � �   � � � � � � � � � � � � � ¡ � � � �   � � ¡� � � � � � � � � � � �� � � � �¢ � £ � � � �  ¢ � £ � � � � � �� � � � � � � � � � � �� �� � � � � � �  � � � � � � � � � � �� � ¡ � � � �  � � ¡
� ����
� �

���
� � � � � �� ¤ � � �� � �� ¡ � � �

� ��
�

On voit apparaître explicitement dans les termes de la matrice ¥ � les ¦ § combinaisons linéaires à

� ¨ � © � paramètresconstituant lapopulation defonctionslinéairesassociéeà ª . Chacunedecesfonctioncor-

respond àuneapproximation linéairelocaledelafonction « � � � au point correspondant au centredelafonction

àbaseradialeassociéeàlafonction. Supposonspar exemplequelevecteur decontexte � soit situéexactement

au maximum � � ¬ ­® ¯ ° ® ± ² ³ de la fonction àbaseradiale ° ® ± ² ³ et qu’en cepoint lesautres fonctionsàbasesra-

dialesaient desvaleursnégligeablesdevant ° ® ± ² ³ . Alorsl’estimateur ´µ ± ¶ ³ seralocalement (au point ² ) linéaire
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Annexe A Approximation d’une fonction non linéaire par une population de fonctions linéaires locales

puisque l’on peut écrire

�� � � � � ������
	 
� � �� � �� � �	 �


 ����� � � � � �� ������
� � � � � � � � �  � � �! ! !� �" � � � � � �  " � �! ! !� �# � � � � � �  # � �

$ %%%%&
Il reste à préciser les conditions dans lesquelles la méthode (A.3) est préférable à la version classique

(A.1). Le premier casseprésente lorsque la fonction ' ( � ) est linéaire«paramétrisée» par * et du type ' ( � ) +, - . / 0 1 2 , 3 - . /
ou

,
et

, 3
sont des fonctions non linéaires. Dans ce cas, les termes 4 - 5 6 . /

et 7 - 5 3 6 . /
de (A.2) doivent donner respectivement une approximation de

, - . /
et de

, 3 - . /
. Mais la motivation plus

générale est de proposer un développement de (A.1) à l’ordre 1. En effet, on peut d’une manière générale

écrire (développement de taylor au premier ordre)

8 - 1 / 9 8 - 1 3 / 2 : ;< = > = ? @ A B > = C D E F G H I J K L M N O IO K J K L M P Q K L R S T UT V W V X Y Z [ V (A.4)

où V X est un point où U W V X Y et \ ]^ _ ` a b c sont connus. La méthode (A.1) revient à obtenir une estimation

delavaleur de d ` a c àpartir detoutes lesvaleursdelafonction d ` a c aux points a situésau centredesfonctions

à base radiale (le terme d ` a b c dans l’équation A.4, où a b correspond au centre d’une des fonctions à base

radiale). Laméthode (A.2) permet d’obtenir une approximation à partir de cesvaleurs, mais utilise également

des informationssur legradient local de d ` a c (représentéespar le terme
^ ]^ _ ` a b c dans l’équation A.4).

Enfin, dans le casparticulier où e f a , la méthode (A.2) se rapproche d’un approximateur utilisant une

gamme d’ondelettes. Supposons par exemple que les fonctions à base radiale impliquées soit des gaussiennes

et que l’on se limiteà l’approximation d’une fonction de g h dans g . On peut alorsécrire

id ` a c f j k lm n o p q o rmq o p s t u v w x w y z { z u | t }u v w x w y z { ~
(A.5)

or si � � � � � est centréesur � �� et du type

� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� �� � �
alors � � �� � � � � �� � � � �   � ¡¢ £ ¤ ¢ � � £ ¥ ¦ § ¨© ª « ¬ ­ ® ¯ ° ¯ ± ² ³ ´µ ¶ ¯ ·­ « ¬ ­ ® ¯ °
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Il est donc possible de réécrire l’équation (A.5) sous la forme

�� � � � � � � �	
� � 


� � �	� � 


 � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �

où

� � � �
et

� �� � �
représentent lescoefficientsassociésrespectivement àdeux ondelettesayant laformed’une

gaussienne et desadérivée.
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AnnexeB Introduction au contrôlepar surfaces glissantes

Annexe B
Introduction au contrôle par sur faces glissantes

Danscetteannexe, nousproposonsuneintroductioncourteet simplif iéeaucontrôlepar surfacesglissantes[230,

Slotineet Li, 1991] . Lebut dececourt chapitreest demontrer quelaminimisationd’unevariableintermédiaire

(lavariable’’glissante’’ ) peut simplifier lecontrôled’unsystèmed’ordreélevé(linéaireounon) et peut conduire

au développement de stratégies de contrôle très efficaces utilisant une combinaison de commandes en boucle

ouverteet enbouclefermée. Considéronsainsi unsystèmed’ordrendont ladynamiqueest décritepar l’équation

suivante

� � � � � � � � � 	 � 
 � � � � 
 � � � 
 � � 
 � � � � � � � � �

où � � � � � � � est la dérivée d’ordre i de la sortie du système et � � � � son entrée. La fonction � est supposée

inconnue, maisonsupposeégalement quel’onpeut borner sonécart àuneestimation ��
par une fonction positive�

telle que

� � �  ! """ # $
%

# """ & '
Si l’on définit l’erreur de poursuite instantanée ( ) * + , - ) * + . - / 0 1 2 ( 3 / 0 1 2 représentant la trajectoire

désirée), alorson peut choisir, plutôt que de contrôler simultanément les dérivées successivesde 3 0 1 2 , de min-

imiser uneseulevariablescalaire 4 5 6 7 définie comme

4 5 6 7 8
9 : ;<

9 : = > 9 ? @ A 9 B = C 5 6 7 (B.1)

Les D coefficients > 9 doivent être choisis tels que l’équation différentielle ci-dessus soit stable. L’erreur

depoursuite @ 5 6 7 peut eneffet êtreconsidéréecommelasortied’un filtrelinéairedont lesignal d’entréeest 4 5 6 7 .
Par conséquent, si un algorithme de contrôle parvient à une minimisation de 4 5 6 7 , alors l’erreur de poursuite

et ses dérivées successives seront également bornées.Pour cette minimisation, un critère simple et intuitif de

minimisation est

E F G H I JK L F G H M

Cette fonction est positivepar définition et sa dérivée temporelleest
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� �� � � � � � � � �	 
 � �
D’après la théorie des fonctions de Lyapunov, si il est possible de construire un algorithme de contrôle

assurant un signe négatif à 
 �� � ,� � � � alors � � � � est une fonction de Lyapunov et � � � � tend vers une limite

finie.

D’après l’équation (B.1) ,

�� �
� � ��

� � �  � ! " # � $ �
� � � % ��

� � �  � ! " # � $ &  � ! " # � $ �
� � � % ��

� � �  � ! " # � $ &  � ! ' &  � ! ( )  � ! * # � $
(B.2)

La meilleur approximation +( � � � d’une loi decontrôle telle que
�� � � est

 � ! +( �  � ! * # � $, ) � � � % ��
� � �  � ! " # � $ )  � ! +'

Si cette loi de contrôle est introduitedans (B.2) alors,

�� �  � ! - . / 0. 1 (B.3)

et 23 4 5 6 dépend seulement des incertitudes concernant la fonction f décrivant la dynamique du système.

De plus, si l’on ajoute un terme supplémentaireh(t) à lacommande 78 4 5 6 , l’équation (B.3) devient :

23 9 : ; < = > ? 7> 1 @ : ; < A
Remarquons que ce dernier résultat montre que le système global comprenant le système original et le

contrôleur générant la commande 78 4 5 6 se comporte comme un système du premier ordre en 3 4 5 6 . Sa sortie

s(t) peut ainsi êtrecontrôléeen utilisant desstratégiesdecontrôle trèssimplescommepar exemple ’’si l’erreur

est négative, produire un signal suffisamment fort de signe contraire à celui du signal actuel (et vice versa).

Cependant, cette loi de contrôle doit prendre en compte le fait que le terme = > ? 7> 1 est inconnu et seulement

bornépar une fonction connue B .

Ainsi, une stratégie très efficace consiste à introduire un terme discontinu à lacommande continue 78 4 5 6
pour obtenir C DC E F G H I J K G . Si L est une fonction de M N O P Q R N O S Q T T T R N O U V S Q W et X Y Z la fonction signe, et si l’on

écrit
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Annexe C Larégression biplanaire

� � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � 	 
 � � 
 � � �
alors (B.3) devient

�� � � � 
 � � � �� � � 	 
 � � 
 � � 
 � � �
et � �� � � � � � � 
 �� � � � � � � 
 � � � � � � �� � � � � � � �  
Posons ensuite ! " # $ % , avec & ' positif et % positif et suffisamment grand, alors

& ' ( ) * ( + , - ., / - 0 ( 1 * 1 2 3 - & ' ( % ( 1 * 1 3 4
et, par conséquent, l’ inégalité 5 65 7 3 4 8 9 : ; 4 est vérif iéeet * < : = tend vers 4 .

Cecourt développement montre finalement que l’on peut simplifier lecontrôled’un systèmelinéaireou

non linéaire d’ordre élevé en minimisant non pas l’erreur de poursuite > < : = , mais une combinaison linéaire de> < : = et desesdérivéessuccessives. Cettestratégieconduit àcomposer unecommandecomportant deux termes

de natures différentes. le premier ( ? < : = ) est une combinaison de termes fonctionnant en boucle ouverte et en

boucleferméedépendant àlafoisdusystèmeet desparamètresdelavariableglissantechoisie. Lesecond terme

( @ < : = ) est un signal de correction discontinu impliqué dans la stabilisation de laboucle de contrôle assurant ce

rôleen raison desimprécisionsaffectant l’élaboration de ? < : = . Danscetteétudeexpérimentale, noussuggérons

que le mouvements rapides et intermittents produits par nos sujets jouent le même rôle stabilisateur que cette

dernièrecomposantede la commande.
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Annexe C
La régression biplanaire

Une procédure de régression linéaire multiple permet d’établir une relation linéaire entre un ensemble de

mesures scalaires � � ( � � � � � � � ) et un ensemble de vecteurs 	 � 
 � 	 � � � � 	 � � 
 � � � � � 	 � � � � ( � � � � � � � ) par la minimi-

sation du critèredit des moindrescarréssuivant� � �� � � �� � � � �� � � � ��  ! "# ! $ %  & ' � (  � ) *+ ,- .
Dans cette étude, nous cherchons les paramètres de deux plans parallèles approximant deux ensembles

de points. Si / 0 1 2 34 5 6 1 2 34 7 ( 8 9 : ; 5 < 1 2 3 = ) et / 0 1 . 3> ? @ A B C> D ( E F G H I J K L M N ) sont ces deux ensembles (correspondant

ici à lamesuredel’erreur depoursuiteet desesdérivéesau moment mêmedu déclenchement desmouvements

stéréotypés), le critèreproposédanscette régression dite ’’biplanaire’’ est

O P O K Q M R O K L M
O P HJ K Q M S T U V W XY Z [ \ ]^ _ ` \ aZ b c d [ eYd [ \ f d g h ` \ aZ i d b j ` \ a k lm n o pq ` n

a r [ s t u vw x y z {| } ~ � �x � � � y �w� y z � � � � ~ � �x � � � � ~ � � � �� �
L’ensemble des paramètres � � z � � � � � � � � � � � � � � � �

minimisant � est la solution du système de � � � � �
d’équations linéairessuivant� � �� � �   ¡ ¢ � �� � £   ¡ ¢ ¤ ¤ ¤ ¢ � �� � ¥ ¦ § ¨ © ª© « ¬ ­ ® ¯ ° ± ² ³² « ¬ ´ ® ¯ ° µ

et par exemple,

¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ » ¾ ¿¾ À Á Â Ã ÄÅ Æ Ç È É Ê Ë Ì Í ÎÏ
É Ê Ç Ð Ñ Ò ÓÔ Õ Ö Ñ Ò ÓÔ × Ø Ù ÚÛ Ñ Ü Ó

Ô Ý Þ ß à áâ Ô Ý Ò Ð Ñ Ü ÓÔ Õ Ö Ñ Ü ÓÔ × Ø ã ä
avec

Ð Ñ Ò ÓÔ ã å Ñ Ò ÓÔ Ù æç è Ý éâ
è Ý Ò

ê è Õ Ö Ñ Ò ÓÔ × è Ù ë Ñ Ò Ó
ìí

et Ð Ñ Ü ÓÔ ã å Ñ Ü ÓÔ Ù æç è Ý éâ
è Ý Ò

ê è Õ Ö Ñ Ü ÓÔ × è Ù ë Ñ Ü Ó
ìí

Par analogie avec la procédure de régression linéaire multiple classique, il est possible de définir un

coefficient de régression î obtenu par la relation
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Annexe C Larégression biplanaire

� � � � � � � � � 	
 � � 
 � � � �� � � � � � � � � � �
où � � � � ! " et � � # � ! " sont lesvaleursminimalesdescritèrescalculésavecl’ensembledesparamêtres $ % & ' % ( ' ) ) ) ' % * ' + , & -

obtenus par la résolution du système d’équations linéaires, et . % / 0 1 2 est la variance globale de 1 calculée sur

les deux ensembles de points ( 3 , & - 4 3 , ( - points).
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