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Annexe A Approximation d’ une fonction non linéaire par une population de fonctions linéaires |ocaes

Annexe A
Approximation d’une fonction non linéaire par une
population de fonctions lineaires locales

Cette annexe est un résumé synthétique du principe d’ approximation par population de fonctions linéaires lo-
cales. Lamotivation de cette méthode est I approximation d’ une fonction multidimensionnelle non linéairey =
fle) de RN vers R™ (e = [eq, es, €3, ..., en] congtituant le vecteur des entréesde f ety = [y1, Y2, Y3, ..., Y]
le vecteur des sorties de f) par un filtre adaptatif ¥ fournissant une approximation f (e) de cette fonction. |1
est possible de réaliser une approximation de f al’ aide de k fonctions a bases radial es échantillonnant |’ espace

desentrées de f. Dans ce cas, | approximation est donnée par larelation

fle) =T(e,W) =W -g(e) (A.1)

ou W et g(e) représentent respectivement lamatrice am ligneset k colonnes des paramétres (ou «poids»)
de U et g(e) levecteur ak lignes des valeurs des fonctions & base radiale lorsque I’ entrée est égale ae (g(e) =
[91(e), g2(e), g3(e), ..., gr(e)]). Chacune des fonctions a base radiae est de méme dimension que |’ espace de
départ de f(e). Le pavage de cette espace peut poser probléme lorsque la dimension du vecteur des entrées est
élevée. Remarquons cependant que lafonction f(e) peut étre linéaire ou approximativement linéaire pour un
sous-ensembl e des variables considérées. Par exemple, le systéme monodimensionnel dont le comportement

est décrit par I’ équation
I =at|t|+ Pr+u

possede une dynamique linéaire par rapport aux variables x(t) et u(t), et non linéaire par rapport a(t).
Nous proposons d’ utiliser une forme d’ approximateur pour lequel le vecteur e des variables d’ entrée est séparé

en deux sous ensembles:

e lesousensemble x = [z1, x9, x3, ..., | des variables influencant linéairement (ou quasi linéairement) la
sortie delafonction f,
e lesousensemble z = [z1, 29, 23, ..., 2p] des variables qui ont une influence fortement non linéaire sur la

sortie delafonction f, variables dites «variables de contexte».

Cette représentation alternative de f utilise une population d’ approximations linéaires locales de cette

fonction. Dans ce cadre, I approximateur ¥ peut s écrire
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flz) = U(z,2, W,W9) = AW, 2) - 2 + B(WP, 2) (A.2)

ouU z est le vecteur avaleursréelles de dimension p des variables de contextedu filtre U et W et WP les
paramétres du modde. L équation (A.2) exprime donc une dépendance des coefficients del’ application linéaire
par rapport ades variables pertinentes que sont |es variables de contexte. Les coefficients A et B del’ éguation

(A.2) sont respectivement un «tenseurs et un vecteur dont lestermes a; ; et b; sont
. . T 0T
Vie[l,m],Vje[l,n],a;; = (w;;) -g(z)etb; = (wz) -g(2)

soit plus explicitement :

Y1 wiy - g(z) .. v wl, o g(2) 2 (w?)T -9(2)
= U(z, 2, W,W% = | ... ng cg(z) .. . ST L
Ym w%l.g(z) o wh 9(2) (w%)T 9(2)

Les paramétres du filtres sont donc rassembl és dans une population de m(n + 1) vecteurs de dimension
k (le nombre total de paramétres est donc km(n + 1)). Un changement de notation nous permet de proposer

une autre écriture de larelation (A.2), plus proche de I’ expression (A.1). On peut en effet écrire

f(z) = ¥(z, @) =W (z) - g(2) (A3)
ou encore
T 0 T 0
cx 4+ - T+

Y1 Wi T T Wy ) wlk T Wy a1(2)

— T 0 92(2)

= Wi T+ W5 e o 7
Ym w%l-m%—w?n’l wTTn’k-m%—w?n’k 9(2)

On voit apparaitre explicitement dans les termes de la matrice W’ les mk combinaisons linéaires a
(n + 1) paramétres constituant la population defonctionslinéairesassociéea . Chacunede cesfonction cor-
respond & une approximation linéaire locale delafonction f(z) au point correspondant au centre de lafonction
abase radiale associée alafonction. Supposons par exemple que le vecteur de contexte z soit situé exactement
au maximum ¢g2'** = go(z) delafonction abaseradiale g2(z) et qu’en ce point les autres fonctions & bases ra-

dialesaient desvaleurs négligeables devant go(z). Alors|’ estimateur f () seralocalement (au point z) linéaire
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puisque I’ on peut écrire

T 0
Y1 Wig T+ Wipo
¢ _ ~ ,max “.T 0
flx)=| - =05 Wio T+ Wy
Ym ern,Q "xT+ wg%,Q

Il reste a préciser les conditions dans lesquelles la méthode (A.3) est préférable ala version classique
(A.1). Le premier cas se présente lorsque lafonction f(x) est linéaire «paramétrisée» par z et du type f(z) =
h(z)Tz + h%(z) ou h et h° sont des fonctions non linéaires. Dans ce cas, les termes A(W, z) et B(W?, 2)
de (A.2) doivent donner respectivement une approximation de h(z) et de h%(z). Mais la motivation plus
générale est de proposer un développement de (A.1) al’ordre 1. En effet, on peut d une maniére générale

écrire (développement de taylor au premier ordre)

f(x) ~ f(xo) + %(mO)T (x—m0) = | f(wo) — %(mO)T -xo| + g—i(:po)T -x (A.9)

ol xq est un point ou f(xzo) et %(mo) sont connus. La méthode (A.1) revient a obtenir une estimation
delavaeur de f(x) apartir detouteslesvaleursdelafonction f(z) aux points = situés au centre des fonctions
a base radide (le terme f(xz() dans |’éguation A.4, ou x, correspond au centre d une des fonctions a base
radiale). Laméthode (A.2) permet d’ obtenir une approximation a partir de ces valeurs, mais utilise également

des informations sur le gradient locd de f(x) (représentées par leterme % (z0) dans |’ équation A.4).

Enfin, dansle cas particulier ol z = z, laméthode (A.2) se rapproche d’ un approximateur utilisant une
gamme d’ ondel ettes. Supposons par exemple que les fonctions a base radiale impliquées soit des gaussiennes

et que I’on selimite al’ approximation d’ une fonction de R™ dans . On peut alors écrire

f(z) :ZZ [wi,jg;(x)x; + nggj(x)] (A.5)

i=1j=1

or s g;(x) est centrée sur = et du type

x— 2T (z — 29
(x —a5)"( ]))

o2

9i(x) = exp(—

aors

=l o) = (-5 ) e+ () o)
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Il est donc possible de réécrire |’ équation (A.5) souslaforme
i=nj=k
)3 [rarg@) ey

i=1j5=1

ou-y; ; €t 9 ; représentent les coefficients associ és respectivement adeux ondel ettes ayant laformed’' une

gaussienne et de sa dérivée.
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Annexe B
Introduction au controle par surfaces glissantes

Dans cette annexe, nous proposons uneintroduction courte et simplifiée au contréle par surfacesglissantes[230,
Slotineet Li, 1991] . Lebut de ce court chapitre est de montrer quelaminimisation d’ unevariableintermédiaire
(lavariable” glissante”) peut smplifier le contréle d' un systémed’ ordre é evé (linéaire ou non) et peut conduire
au développement de stratégies de contrdle trés efficaces utilisant une combinai son de commandes en boucle
ouverteet en bouclefermée. Considéronsains unsystémed’ ordren dont ladynamiqueest décritepar I’ équation

suivante
2™ = f(x(o),m(l), ...,m(n_l)) + u(t)

ot z(9)(t) et ladérivée d’ ordre i dela sortie du systéme et () son entrée. Lafonction f est supposée
inconnue, mais on suppose également quel’ on peut borner son écart aune estimation fpar unefonction positive
F telleque

vt > 0,

f—ﬂ<F

S I’on définit I’ erreur de poursuite instantanée e(t) = xz(t) — x4(t) (x4(t) représentant la trajectoire
désirée), alors on peut choisir, plutdt que de contréler simultanément |es dérivées successives de z(t), de min-

imiser une seule variable scalaire s(t) définie comme

s(t) :§ ;eI (t) (B.1)
i=1

Lesn coefficients a; doivent ére choisis tels que I’ équation différentielle ci-dessus soit stable. L erreur
de poursuite e(t) peut en effet étre considérée commelasortied’ unfiltrelinéairedont lesignal d’ entréeest s(t).
Par conséguent, si un algorithme de contrdle parvient & une minimisation de s(¢), alors |’ erreur de poursuite
et ses dérivées successives seront également bornées.Pour cette minimisation, un critére simple et intuitif de

mi nimisation est
1 2
V(t) = 5500

Cette fonction est positive par définition et sa dérivée temporelle est
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S =5

D’ aprés lathéorie des fonctions de Lyapunoy, s il est possible de construire un agorithme de contrdle
assurant un signe négatif a 2 Y vt > 0 adors V(t) est une fonction de Lyapunov et s(t) tend vers une limite

finie.

D’aprés |’ équation (B.1) ,

-1 % 1

S:Z a;.eV) = :z”: e 4, e :z”: PEONE an.f + apu — AL (B.2)

i=1 i=1 i=1
Lameilleur approximation z(¢) d'une loi de contréle telle que s= 0 est

i=n—1

ap. U = ap,. LE((in) Z ai.e(i) — an.f

i=1

Si cette loi de contréle est introduite dans (B.2) aors,

$= a,. (f _ f) (B.3)

et s (t) dépend seulement des incertitudes concernant lafonction f décrivant la dynamique du systeme.

De plus, si I’ on gjoute un terme supplémentaire h(t) ala commande u(t), I’ équation (B.3) devient :

5= an. (f - f) +an.h

Remarguons que ce dernier résultat montre que le systéme global comprenant le systéme original et le
contrdleur générant la commande % (t) se comporte comme un systéme du premier ordre en s(¢). Sa sortie
s(t) peut ainsi étre contrdlée en utilisant des stratégies de contréle trés simples comme par exemple s |’ erreur
est négative, produire un signal suffissmment fort de signe contraire a celui du signal actuel (et vice versa).
Cependant, cette loi de contréle doit prendre en compte le fait que le terme ( f— f) est inconnu et seulement

borné par une fonction connue F.

Ains, une stratégie trés efficace consiste aintroduire un terme discontinu ala commande continue ()
pour obtenir 2 < 0, V¢ > 0. Si k est une fonction de {z(?), (V... z("~1)} et sgn lafonction signe, et si I'on

écrit
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u(t) = u(t) + h(t) = u(t) — k.sgn(s)

aors(B.3) devient

5= ay,. (f - f) — k.ay.sgn(s)

BB_‘; = 5(t). 5 (t) = an. [3. (f—f) - k|5|}

Posons ensuite k = F' + 7, avec a,, positif et n positif et suffisamment grand, aors

an,. [s. (f — f) — k. |sq < —apm.|s| <0

et, par consequent, I’inégalité %—‘t/ < 0,Vt > 0 est vérifiée et s(¢) tend vers 0.

Ce court développement montre finalement que I on peut simplifier le contrdle d’ un systémelinéaire ou
non linéaire d’ ordre élevé en minimisant non pas I’ erreur de poursuite e(t), mais une combinaison linéaire de
e(t) et de ses dérivées successives. Cette stratégie conduit & composer une commande comportant deux termes
de natures différentes. le premier (u(t)) est une combinaison de termes fonctionnant en boucle ouverte et en
bouclefermée dépendant alafoisdu systéme et des paramétres de lavariable glissante choisie. Le second terme
(h(t)) est un signal de correction discontinu impliqué dans la stabilisation de la boucle de contréle assurant ce
r6le en raison desimprécisions affectant I é aboration de u(t). Dans cette étude expérimental e, nous suggérons
gue le mouvements rapides et intermittents produits par nos sujets jouent le méme rdle stabilisateur que cette

derniére composante de la commande.
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Une procédure de régression linéaire multiple permet d' établir une relation linéaire entre un ensemble de
mesures scalaires y; (i € [1,n]) et un ensemble de vecteurs@; = [x;,1, 52, ..., i) (¢ € [1,n]) par laminimi-

sation du critére dit des moindres carrés suivant

(-]

Dans cette étude, nous cherchons les paramétres de deux plans paralléles approximant deux ensembles
de points. Si {yf) ; fgl) } (i€ [1,nW]) et [y7(«2) 7Y } (r € [1,n(?)]) sont ces deux ensembles (correspondant
ici alamesure del’ erreur de poursuite et de ses dérivées au moment méme du déclenchement des mouvements

stéréotypés), le critére proposé dans cette régression dite " biplanaire” est

J=JU g3

r=1

i:n“‘ 2 ,,q:n(‘Z! 2
1 1
J = m :E 1 ( E a;.T (1 - b(l ) + m g ( ( E a;.x 6(2 )

L' ensemble des paramétres {a1,as...,ar, by, b_} minimisant J est la solution du systéme de [k + 2]

d’ éguations linéaires suivant

§J _n 6J _ ST _ 87 _ &1
{671_07 ;= 0,.. 2 Sar 076b<1 076b<’ —0}

et par exemple,

i= n(ll
oJ

_ (1) (2)
vm € [L K], 2= = n<1> ZA lm_n@) ZA

avec

A(l [Z a;.x yASY

et A(2 |:Z a;.x (2 e ]

Par analogie avec la procédure de régression linéaire multiple classique, il est possible de définir un

coefficient de régression R obtenu par larelation
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Annexe C Larégression biplanaire

L= B = (Jih + I0) fvar(y)

ou ') et 7% sontlesvaleursminimalesdescritérescalculésavec|’ ensembledesparamétres {a;, as, . . . , ag, bO)
obtenus par la résolution du systeme d’ équations linéaires, et var(y) est la variance globae de y calculée sur

les deux ensembles de points (n1) + n(2) points).
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apesanteur, 145

apprentissage supervisg, 120
approximation linéaire locale, 221
approximation polynomiae, 128
arbre dendritique, 200

base de fonctions, 109
bras articulé, 133

capteur de force, 150

carte de contexte, 87

cervelet, 208

champ mnémonique, 120

champ récepteur, 118

changement de référentiel, 203
codage par population, 81, 102
colliculus supérieur, 207

contrdle en boucle fermée, 30
contrdle en boucle ouverte, 30
contrble par génération de champs de force, 38
contréle par réseau de gaussiennes, 95
contrainte, 28

contrainte derigidité, 104

copie efférente, 98

cortex, 207

cortex prémoteur (aire 6), 206

déafférentiation, 32

détecteur de coincidence, 200
détection des symétries, 131
degrés deliberté, 29
deltarule, 120

distal teacher model, 56
dynamique inverse, 53

equilibrium trgjectory, 37

feedback error learning, 59
fonction bool éenne, 118

gainfidds, 110

hypothése du point d' équilibre
modeéle du point d' équilibre, 35

inhibition presynaptique, 200
intégrateur oculomoteur final, 98
ischémie, 32

lambda equilibrium point hypothesis
modéle du point d’ équilibre, 35



linéarisation locale, 81
long-term potentiation (LTP), 201

mémoire, 26

mémoire dynamique, 98
main sequence, 42

minimum jerk model, 40
minimum local, 135
minimum torque-change model, 41
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mnémon stochastique, 122
modé&einterne, 31, 166
modéelinéaire, 171
mouvement intermittent, 170
multimodalité, 81
multiplication, 116
multirésolution, 112

neurone formel, 79
neurone sigma-Pi, 127
non linéarité des transformations sensori-motrices, 23

observateur prédictif, 87
ordre, 128
ordre équivaent, 128

période réfractaire, 170

phase réfractaire, 27
probabilités conditionnelles, 126
proprioception, 32, 143

régression biplanaire, 182
réseau de gaussiennes, 85
rétropropagation du gradient, 23
redondance dynamique, 27
redondance géométrique, 27
retour d’ effort, 144, 146, 150
robotique, 19

robustesse du controle, 65

schéma de contrble, 51
servomécanisme, 25
systéme dynamique, 16
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tenseur, 221

trajectoire d’ équilibre, 37
transformée en ondel ettes, 113

variable composite, 65, 171
variable de contexte, 221

variable glissante, 171

vecteur d erreur de poursuite, 182
ventral intraparietal area (VIP), 205
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